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Ozet. Kiitlecekimsel 1s1n1m, genel goreliligin, uzayzamanin dogrusal olmayan dinamik dogasina bagli olmakla birlikte
denetimli yaklasikliklarla hesaplanabilir kalan en temiz zayif-alan 6ngoriisiidiir. Bu makalede zayif-alan metriginden
lineerlestirilmis Einstein alan denklemleri gelistirilecek, enine-izsiz diizlem-dalga serbestlik dereceleri tiiretilecek ve
bunlar serbest diisen dedektorlerde dlciilebilir gelgit gerinimleriyle iliskilendirilecektir. Harmonik-ayar dalga denkle-
minin gecikmeli ¢6z{imii yavas hareket eden yalitilmis kaynaklar i¢in agilarak kuadrupol dalga bicimi ve kuadrupol
1stnum giicli formiilii elde edilir. Bu genel sonuglar daha sonra Newtoncu kompakt ikili sistemlere 6zellestirilir. Da-
iresel bir ikili i¢in standart gii¢ kaybi, yortinge bozunumu, birlesme stiresi, civilt1 kiitlesi bagimlilig1 ve 6ncti frekans
evrimi tiiretilir. Eksantriklik diizeltmeleri Peters bi¢iminde verilir ve Hulse-Taylor pulsar testiyle iliskilendirilir. PSR
B1913+16 ve GW150914 igin gerinim genligi, civilt1 kiitlesi, 1s1nim giicii 6lgegi ve 1sinan enerji dahil olmak tizere ca-
lisilmis sayisal kestirimler sunulur. Tartisma; varsayimlari, ayar meselelerini, gegerlilik bolgesini ve temel kuadrupol
yaklasimi ile modern post-Newtoncu ve sayisal-gorelilik dalga bi¢imi modellemesi arasindaki iligkiyi vurgular.

Anahtar Kelimeler: kiitlecekim dalgalari; lineerlestirilmis kiitlecekim; kuadrupol 1s1n1m; kompakt ikili sistemler; c1-

vilt1 kiitlesi; ikili pulsarlar

1. Giris

Kiitleekim dalgalarinin lazer interferometreleriyle
dogrudan saptanmasi, kiitlegekimsel 1s1nimi Einstein
denklemlerinin bigimsel bir sonucundan kompakt ci-
simlerin, kuvvetli kiitlegekimin ve yildiz evriminin g6z-
lemsel bir sondasia dontistiirdii. Bununla birlikte altta
yatan kuram matematiksel olarak miitevazi bir rejimde
baslar: neredeyse diiz bir metrik, kiigiik bir pertiirbas-
yon, bir ayar se¢imi ve bir dalga denklemi. Bu bilesen-
lerden iki tensorel polarizasyona sahip enine dalgalar
ve baskin kaynagin bir kiitle monopolii ya da dipolii
degil, bir kuadrupol momentinin ikinci zaman tiirevi
oldugu bir 1s1num formdilii elde edilir. Bu, kiitlecekim-
sel ve elektromanyetik 151n11m arasindaki ilk biiyiik kav-
ramsal ayrimdir.

Tarihsel gelisim dogrudan olmamustir. Einsteinin
zayif kiitlecekim dalgalarina iligskin ilk hesaplamalari
1916 ve 1918'de ortaya gikmustir [2, 3]; Eddington dalga
¢oziimlerindeki koordinat yapayliklarinin bazi yonleri-
ni acikliga kavusturmustur [4]. Ayar 6zgiirliigii, enerji
akis1 ve asimptotik 151m1ma iliskin modern anlayis on-
larca yil iginde gelistirilmis olup bugiin goreli astrofi-
zikte standarttir [5, 6, 7]. 11k yiiksek duyarlikli g6zlem-
sel kanut interferometrelerden degil, Hulse ve Taylor ta-
rafindan kesfedilen ve uzun yillar boyunca izlenen ikili
pulsar PSR B1913+416nin yériinge bozunumundan gel-
mistir [11, 12, 13]. Yoriinge periyodunda 6l¢iilen azal-
ma, gozlemsel ve Galaktik-ivmelenme belirsizlikleri da-
hilinde kuadrupol éngoriisiiyle uyusur. Ik dogrudan
saptama olan GW150914, bir ikili kara delik birlesmesi
tarafindan iiretilmis ve LIGO Bilimsel Isbirligi ile Virgo
Isbirligi tarafindan 2016’da duyurulmustur [14]. Bir sa-
niyenin kesri kadar stirede kiitlecekim dalgalariyla yak-
lasik ti¢ Giines kiitlesi kadar durgunluk enerjisi yaymuis-
tar.

Bu makale, ileri lisans ve lisanstistii astrofizik diize-
yine uygun olarak zayif-alan kuraminin ve bunun ikili
sistem sonuglarinin kendi i¢inde btittinltikli bir tireti-
mini verir. Vurgu, acik ara adimlar ve fiziksel yorum
uizerindedir. Metrik imzas1 olarak (-, +, +, +) kullani-
yor, G ve ¢ garpanlarini koruyor ve Minkowski metri-
gini

N = diag(=1,1,1, 1). (1)
ile gosteriyoruz. Yunan indisleri 0, 1, 2,3 uzayzaman
koordinatlari tizerinde, Latin indisleri 1, 2, 3 uzaysal ko-
ordinatlar1 iizerinde deger alir ve tekrarlanan indisler
tizerinden toplam alinur. Zayif-alan hesaplamalarinda,
aksi belirtilmedikge pertiirbasyonlarin indisleri 7, ile
yiikseltilir ve algaltilir.

2. Fiziksel ve Matematiksel Cerceve

2.1. Zayif alanlar ve mertebelendirme

Einstein alan denklemleri

1 8nG
Gp.v = RP-V - §gva = 6—4’11“;. (2)

seklindedir. Zayif-alan rejiminde metrik, diiz uzayza-
man etrafinda kiictik bir pertiirbasyon olarak yazilir:
Suv = N + hyw |hyv| < L. (3)

Ters metrik g,0g"" = 6, bagintisindan elde edilir. Bi-
rinci mertebeye kadar

g = 0~ i+ O(h?), (4)
¢linkil

(Mua + hua) (™ = h™) = 5} + O(1?). (5)
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Yaklasim yalnizca kiitlegekimin zayif olmasindan iba-
ret degildir; ayn1 zamanda egrilik yarigapinin yerel ey-
lemsiz koordinatlarin tanimlandig: 6lgekle karsilastiril-
diginda biiylik olmas: gerekir. Kompakt ikili sistem-
lerde erken ige sarmal evresinde yoriinge potansiyeli
GM/(ac?) < 1 kosulunu saglarken, hizlar v/c < 1 ba-
gintisia uyar. Kara deliklerin geg birlesme evresi bu
kosullar1 ihlal eder ve sayisal gorelilik gerektirir.

Tanim 1. Metrik pertiirbasyonunun izi ve iz terslemesi

h=n""hy,, fzyv = hyy — %nwh. (6)
seklindedir. iz almak
h=n"he = <h, (7)
sonucunu verir; boylece ters bagint
s = Py = 51l ®)

olur.

Iz terslemesi siis niteliginde bir gosterim degildir.
Harmonik ayarda lineerlestirilmis Einstein tensoriintin
sadelestigi tam olarak bu bilesimdir.

2.2. Birinci mertebede baglant: ve egrilik

Christoffel sembolleri
1
rftv = igpg (augva + avg;m - ao"gyv) . (9)

ile verilir. (3) ve (4) yerine konulup O(h?) terimleri atil-
diginda

1
rﬁv = 5,7pa (Quhvs + Iyhys — dshyy) . (10)

elde edilir. Riemann tensorii

Rpayv = 8yrfz)a - avrfm + FZ/\réa - rs/\r;\m' (11)

seklindedir. Lineer mertebede Christoffel sembolleri-
nin ikinci dereceden carpimlari atilir. {lk indisi 1, ile
alcaltmak

1
Rpour = 5(8#8‘7th +dvdphoy
— 0udphgy — Avdshpy). (12)
sonucunu verir. Bu ifade, bir egrilik tensoriinden bek-

lendigi tizere, lineer mertebede sonsuz kiiciik koordi-
nat doniistimleri altinda degismezdir.

Riemann tenstriinii buziistiirmek Ricci tensoriini
verir:
Ruy = RPypy. (13)

(12) kullanilarak
1
Ry = 5(&p8yhpv +dpdyhP
— Ohyy — dudvh), (14)

elde edilir; burada diiz d’Alembert operatdrii

1 92

— _ 2
D:nﬁ8a85——c—2w+v. (15)
ile tanimlanir. Ricci skaleri
R = n“VRHV = 8#81,]1“ — oh. (16)

olur. Dolayisiyla lineerlestirilmis Einstein tensorii
1
G\ = 5 (9pFuhP s + 021" ~ Oy,
— 9udvh — Ny 0o dgh® + 1, 0h0). (17)
seklindedir.

2.3. Ayar doniisiimleri

Sonsuz kii¢tik bir koordinat dontistimii

xt - x = xt + EH(x) (18)
pertiirbasyonu
Moy = My = du&y — A&y (19)
seklinde degistirir. Iz
h' =h-2d,&9, (20)

olarak degisir ve iz-terslenmis alan
fl;w = flyv - auév - avéy + mwagéa. (21)

seklinde doniistir.

Not 1. Lineerlestirilmis kiitlegekimde ayar 6zgiirliigii,
difeomorfizma degismezliginin zayif-alan kalintisidir.
hyy bilegenleri tek tek gozlenebilir degildir. Gozlene-
bilir etkiler gelgitseldir; egrilikte ya da ayar-degismez
asimptotik dalga genliklerinde kodlanr.

3. Lorenz Ayarinda Lineerlestirilmis Einste-
in Denklemleri
Lorenz ya da harmonik ayar kosulu
9 hyy = 0. (22)

seklindedir. Adlandirma tarihsel olarak elektromanye-
tizmadaki Lorenz ayariyla paraleldir; “harmonik” ise
lineer mertebede Ox* = 0 saglayan koordinatlara atifta
bulunur.

(6) kullanilarak Ricci tensorii

— —nuOh. (23)
bi¢iminde yeniden yazilabilir. Skaler egrilik

_ 1 -
R = 9,95h"F + §|:|h. (24)
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olur. Gyy = Ry —guwR /2 igine yerine koymak ve biiziis-
tiirmede yalnizca sifirinci mertebe g, tutmak

Gl = —-uhw+ (a gy + 3y o)
- ngaaaﬁhaﬁ. (25)

sonucunu verir. Lorenz ayarinda son iki terim yok olur
ve geriye

G(l) —

1 -
= =50 (26)

kalir. Dolayisiyla Einstein denklemleri (2)

_ 167G

Oy = === Tur- (27)

bigimine indirgenir.

Onerme 1. Uygun stnir kosullarimi saglayan yeterince diiz-
giin herhangi bir zayif-alan pertiirbasyonu icin bir ayar do-
niigiimiiyle Lorenz ayari uygulanabilir.

Kamit. (21) bagintisindan

&HE;W = ayﬁyv -0é&, — 81/3#5# + 3,0, &7
= a‘uﬁyv - oé,. (28)

elde edilir. Dolayisiyla ¥ 1/ v = 0 kosulu
oé, = &Mﬁyv- (29)

denklemini ¢6zerek saglanir. Gecikmeli ya da baska tiir-
lii belirlenmis smur kogullariyla bu dalga denkleminin
bir ¢dztimii vardir. O

(27) denkleminin fiziksel icerigi dogrudandir: zay:f
kiitlecekimsel bozuntular ¢ hiziyla yayilir ve gerilme-
enerji tensorii bunlarin kaynagidir. Gerilme-enerjinin
korunumu tutarli bigimde izler. (27) denkleminin o*
tirevi alinir ve (22) kullanilirsa ayni mertebede

Ty =0 (30)

elde edilir. Bu, yaklasik diiz bir arka planda hareket
eden maddeye uygun 6zel-gorelilik korunum yasasi-
dir.

4. Vakum Diizlem Dalgalar1 ve Enine-izsiz
Ayar

Vakumda T}, = 0 oldugundan

Oty = 0. (31)
Bir diizlem-dalga ¢6ztimii
huy = Ay explikax®), (32)
seklindedir; burada dalga dort-vektorii

= (28]

kyxt = —wt + k- . (33)

OO

hy :m/2 hy :m/2

Sekil 1. Serbest diisen test kiitlelerinden olusan bir halkanin
iki TT polarizasyonu tarafindan gelgitsel deformasyonu. Gri
cember pertiirbe olmamuis halkadir. Art1 polarizasyon x ve y
eksenleri boyunca gerer ve sikistirir; ¢arp: polarizasyon 45°
dondiirdlmistiir.

ile verilir. (31) i¢ine yerine koymak

k%q =0, w = clk]. (34)
sonucunu verir. Lorenz ayar1
kfAu, = 0. (35)
kosulunu gerektirir.
Artik ayar dontiistimleri
oét = 0. (36)

ise Lorenz ayarini korur. Bir diizlem dalga igin &, =
B exp(ikax®) segilebilir; bu, genligi

ALy = Ay —ikyBy — ik, By + inuko B, (37)
seklinde degistirir. Bu artik 6zgitirlik kullanilarak +z
yoniinde yayilan bir dalga enine-izsiz (TT) ayara kona-
bilir:

hoy =0, il =0, Wi =0, (38)

3u

Sifirdan farkl uzaysal bilesenler

he T O
e (39)
0 0 0

ij
seklindedir. Monokromatik bir dalga igin

hy=A,cosw (t - ;) , (40)
ve
hy = Ax cos [a) (t—;) +(p] . (41)
olur.

Denklem (39), kiitlegekim dalgalarinin iki bagimsiz
polarizasyon durumuna sahip oldugunu gosterir. Bun-
lar tensor kipleridir: yayilma dogrultusu etrafinda ¢
agistyla bir dénme altinda, elektromanyetik vektor po-
larizasyonlarmin aksine, 21 agisiyla déniisiirler.

5. Test Kiitleleri Uzerindeki Etki ve Dedek-
tor Yanit1

Bir kiitlecekim dalgasinin dlgiilebilir etkisi gelgit ivme-
sidir. Kiiciik bir uzaysal &' vektoriiyle ayrilmis iki kom-
su serbest diisen parcacik diisiinelim. Jeodezik sapma
denklemi
dzeH
d7?

= —RH 4 puub . (42)
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seklindedir. Yerel eylemsiz bir ¢ercevede yavas hareket
eden test kiitleleri i¢in u# ~ (c,0,0,0) ve t ~ 7 oldugun-
dan ,
d2 51
dt2
olur. (12) kullanilarak ve hgg = ho; = 0 olan TT ayarin-
da

= —c?Rpjod/. (43)

?ntt
2
Riojo = 52 gz (44)
elde edilir. Dolayisiyla
2gi 1 ?HET
e 7 ¢l (45)

arz ~ 2 o2
Baslangicta xy diizleminde dairesel bir halka i¢in birin-
ci mertebeye kadar integrasyon

£it) = [5"]- + %hTTij(t) &, (46)

sonucunu verir. 1/2 garpani, & ~ 1072! mertebesinde-
ki bir gerinimin 4 km uzunlugundaki bir interferomet-
re kolunu yalnizca ~ 4 x 107'® m kadar degistirmesinin
nedenidir.

Dik birim kol vektorleri 4 ve © olan bir interferometre
icin diferansiyel kesirsel uzunluk degisimi

1, ..
haet(t) = 5 (u'u —v'0l) h;.?T(t). (47)
seklindedir. Geleneksel olarak

haet(t) = F4(0, ¢, )i (t) + Fx(0, ¢, P)hx(t), (48)

yazilir; burada F, ve Fy gokytizii konumuna ve pola-
rizasyon agisina baglh anten-desen fonksiyonlaridir. x
ve y dogrultulariyla hizalanmis kollar ve z dogrultusu
boyunca dik gelen bir dalga igin, dalga polarizasyon ek-
senleri dedektor kollariyla ¢akisiyorsa

F+:1, Fx=0, (49)
olur. 45° dondiiriilmiis bir dedektor ise bunun yerine

hy bilesenine azami duyarli olurdu.

6. Gecikmeli Coziim ve Kaynak Cokkutup
Acilimi

Diiz dalga operatorii i¢in gecikmeli Green fonksiyonu
OGet(t, ) = 6(£)5% (), (50)

denklemini saglar ve yalnizca gelecek 151k konisinde
destege sahiptir. Ug uzaysal boyutta

1 ||
yrp: (t - 7). (51)

olur. (27) denkleminin ¢éztimii

Grct(tr :E) = -

[z—a| ’
o (T (1 - ==t )

— d3x’. 52
ct |z — x| x (52)

Epv(tr x) =

H My
A [ ]

L
gelen KD
3
L+ AL, 2
~
x kolu
~ P .M
151n boliictt S,
L+ ALy

L
Sekil 2. Idealize Michelson yaniti. Bir TT kiitlecekim dalgasi,
dik gelen arti-polarize bir dalga i¢in 6z kol uzunluklarin zit

isaretlerle degistirir. Olgiilen sinyal (47) denklemindeki dife-
ransiyel gerinimdir.

seklindedir. Bu, gecikmeli elektromanyetik potansiye-
lin kiitlecekimsel benzegidir. Lineerlestirilmis yakla-
sim i¢inde kesindir.

d boyutlu yalitilmis bir kaynak r = |x| uzakhiginda
ve r > d kosuluyla gozlensin. = = x/r yazalim. Bu
durumda

le—a'|=r—n-a’ +0(d?/r). (53)
olur. d/r i¢inde 6ncii mertebede
1 1
~ = 4
lx—x'| r’ (54)
ve gecikmeli zaman
bt == = + 2=+ O(d?re). (55)

seklindedir. Yavas i¢ hareket i¢in, v < ¢, kaynak boyun-
ca faz degisimi kiigiiktiir; dolayisiyla

wdfc ~v/c < 1. (56)

Bu durumda

1. 4G N 13 .7
hij(t,w)zE/Y}j(t—r/c,m)ddx. (57)

elde edilir.
T;j integrali kiitle kuadrupoliiniin ikinci tiireviyle ilis-
kilidir.
Ii]'(t) = / p(t,:c)x,-x]-de, (58)

tanimlayalim; goreli olmayan limitte T%° =~ pc? olur.
Gerilme-enerji korunumu

9, TH =0, (59)
verir. v = 0 i¢in,

&TOO

TR KTk =0, (60)
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clinkii x° = ct'dir. v = j icin,

19TY% :
ET + 8ka] =0. (61)
I;j'nin iki zaman tiirevi alinirsa
;1 92700
TS = C—2 le’xjd?)x. (62)
(60) kullanilarak
aQTOO aTkO
—at2 = —C0k ot . (63)

bulunur. Yavas hareket eden madde igin T% = T*0 ve
(61)

ko
agt = —coTH. (64)
verir. Dolayisiyla
2T00
aatQ = CzakalTkl. (65)
(62) igine yerine koyulursa
d?I;; .
dt;] = / xixj8k81Tkld3x. (66)

elde edilir. Iki kez kismi integrasyon yapip yalitilmisg bir
kaynak i¢in yiizey terimlerini atarak

421

ar2 =/Tk]3k3[(xin)d3x

:/Tkl(éki51j+5kj51i)d3x

=2/T"fd3x. (67)

bulunur. Béylece

3 1 d%L;
/ Tid’x = 5 dt;] . (68)

olur. (57) ve (68) birlestirilirse harmonik ayarda kuad-
rupol dalga bigimi

hijlt =) = e \!
olarak elde edilir. Gozlenebilir dalga bi¢imi TT projek-
siyonudur:

26 1 ( Z) (69)

2G d2Qu r
T _ A
by~ = c4rA’]’kl(n) de? (t - E) : (70)
Burada 1
Qij=1Ij - géijlkk (71)

indirgenmis, izsiz kuadrupol momentidir ve

1
Aijki = PixPji = 5PijPa,  Pij = 6ij —ninj.  (72)

seklindedir.

Not 2. Korunum, monopol ve dipol 1sinimini ortadan
kaldirir. Monopol, yalitilmis yavas bir kaynak i¢in koru-
nan toplam kiitle-enerjidir. Kiitle dipolii kiitle merkezi-
dir; diizgiin harekette ikinci tiirevi yok olur. Bu nedenle
kuadrupol, 6nctii 1sinimsal kiitle cokkutbudur.

7. Enerji Akis1 ve Kuadrupol Isinim Giicii

Kiitlecekimsel enerji koordinattan bagimsiz bir tensor-
de yerellestirilemese de 151n1m bolgesindeki zayif dalga-
lar ayar-degismez ortalamal1 bir akiya sahiptir. Bir TT
dalga icin 7t yoniindeki etkin enerji akisi

dE c? S TT,TT
dAdt  32nG <hif b > (73)

seklindedir. Agili parantezler birka¢ dalga boyu ya da
periyot {izerinden ortalamay1 belirtir. TT kuadrupol
dalga bicimini yerine koymak ve kat1 ag1 {izerinden in-
tegrasyon almak

30.:d30::
_ dE_£<d Qi d Ql,>_ -

T oAt 5c5\ A3 A3

sonucunu verir. Turetimde kullanilan temel bir agisal
ozdeslik

4m
/ ninjngn; dQ = 1—5(61-]-6k1 +0ik0j1 + 0i10jk).  (75)

seklindedir. Denklem (74), kiitlecekimsel kuadrupol
1ginim giicii formiiltidiir. Kiigiik G/c® katsayisin igerir;
bu, laboratuvar kiitlegekimsel 1smniminin neden ihmal
edilebilir oldugunu, buna karsilik kompakt goreli ikili
sistemlerin neden parlak olabildigini aciklar.

8. Dairesel Ikili: Kuadrupol, Giig ve ice Sar-
mal

8.1. Geometri ve kuadrupol tensorii

Ayrilig1 a olan Newtoncu dairesel bir yoriingede iki
noktasal kiitle m; ve mo diistinelim.

mim
M=my+my,  u= ]1\42. (76)
tanimlansin. Bagil ayrilik vektorii
x(t) = a(cos Qt, sin Qt, 0), (77)
olup Keplerci agisal frekans
GM
Q2 = a—3 (78)
seklindedir. Kiitle merkezine goére konumlar
m m
T = ﬁQm, Ty = —Mla:. (79)
ile verilir. Kiitle kuadrupolii
Iij = myx1iX1j + MaX2iXaj
= UX;X;. (80)
olur. Izi
Ikk = [JLZ2. (81)

seklindedir. Dolayisiyla

1
Qij =u (xixj - géijaz) . (82)
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Acikea,

,(1 1
Qxx = ua (6 + 3 cos 2Qt) , (83)

1 1
= pa® (= - = cos2 4
Qyy = pa (6 5 CO8 Qt), (84)

1
Qxy = §W251n2£)t, (85)
1

sz = —5[4612. (86)

Sabit pargalar 1stim yapmaz. Ug zaman tiirevi alindi-
ginda

Orr = 4ua’Q3 sin 20t (87)
Oyy = —4ua’Q? sin 20, (88)
Qxy = —4WlQQ3 cos 20t (89)

elde edilir. Q, = Qyx oldugundan
Qij0ij = (Oxx)? + (Qyy)? +2(Quy)?
= 32u%a*Q". (90)
(74) icine yerine koymak

32G
P=——uta’Q’ (91)

sonucunu verir. Kepler yasas1 kullanilarak

3013
a0s = & M , (92)
ad
dolayisiyla
32 Gt mim3(my + mz)
5 b a’ (93)
elde edilir.

8.2. Yoriinge bozunumu ve birlesme siiresi

Dairesel bir ikilinin Newtoncu yoriinge baglanma ener-
jisi

_ Gmymy _ GuM
E= 5 = o, (94)
seklindedir. Enerji dengesi
dE
T -P. (95)
verir. CuM
dE Gy
E - 2a2 7 (96)
oldugundan
da 2a’P
= - . 7
dt GuM ®7)
elde ederiz. (93) kullanildiginda
d_ll _ _6_4 G3m1m2(m1 + mg) (98)

dt 5 cda3

// N ml
/
£r
/ Q
/ €Tr
| £ | > X
|
\ KM /
/

\\ 2 ,

e )

Sekil 3. Kiitle merkezi koordinatlarinda dairesel ikili. Bagil
vektdr @ biiyiikliik olarak a’ya sahiptir ve Q = (GM/a®)'/2

acisal frekansiyla doner.

Bu diferansiyel denklem dogrudan integre edilir:

64 G*myimoM
3dg = —— 2 1727
a’da = 7 = dt. (99)
a(0) = ag ile
256 G3mymoM
4 _ 4 17702
Bu 6ncii yaklasimda birlesme siiresi
5 c’ag
te = — . 101
¢ 256 G3m1m2(m1 + mg) ( 0 )
seklindedir. Esdeger olarak,
¢ 1/4
a(t) = ag (1 - t_) . (102)
c

olur.

9. Eksantrik Yoriingeler ve Peters Artis1

Gergek kompakt ikili sistemler eksantriklige sahip ola-
bilir. Peters ve Mathews, Kepler elipsleri icin yoriinge-
ortali kiitlecekim-dalgas: kayiplarin: tiiretmistir [9, 10].
Yar1 biiytiik eksen a ve eksantriklik e i¢cin ortalama giig

32G4m m§M
(Pe=——"%

olup eksantriklik artis ¢carpani

———f(e), (103)

1+ Be? 4 3Tet
f(e)——( e (104)
seklindedir. Yar1 biiyiik eksen ve eksantriklik
da 64 G3mimaM 73 5, 37 4
a0 GommaM (T 5T,
<dt> 5 c5ad(1— e2)T)? ( tor¢ Tt ) (109
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a(t)/ao

O | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t/te

Sekil 4. Oncii Newtoncu ige sarmal ayrihg a(t) = ag(l -
t/ tc)l/ 4. da/dt'nin sonlardaki iraksamasi, gercek birlesme-
den 6nce Newtoncu kuadrupol yaklasiminin bozuldugunu
gOsterir.

ve

de\ 304  G*mymaM 121 ,
<dt> T 715 Cat(1 - e2)p2 (1 " 304° ) (106)
olarak evrilir. f(e) carpani e — 1 iken biytr; ¢iinki
1s1n1m, hizlarin ve ivmelerin en biiyiik oldugu periast-
ron yakminda yogunlasir. Denklem (106), kiitlegekim-
sel isinimun yalitilmis bagl ikili sistemleri dairesellegtir-
digini gosterir.

10. Civilt1 Kiitlesi, Frekans Evrimi ve Geri-
nim
Dairesel bir ikilinin baskin kuadrupol harmonigi igin

kiitlegekim-dalgas: frekans: yoriinge frekansinin iki ka-
tidir:

Q
f== (107)
(78) ve (107) birlestirildiginde
GM 1/3
(nf)2] (10%)
elde edilir. Cavilt1 kiitlesi
M = y3/5M2/5 — (77117712)3/5 (109)

(my + m2)1/5.

ile tanimlanir. Oncii frekans tiirevini denetlediginden
erken ice sarmalda en iyi 6lgtiilen kiitle birlesimidir.

(107) bagintisini a’ya gore tiirevleyelim:

(98) kullanilarak
4 _Yda
dt dadt
- %%—mmf (111)

5 cdat

Olceklenmis h(t)
(@)
[

0 0.2 0.4 0.6 0.8
t/te

Sekil 5. h(t) o< f (#)2/3 cos ¢(t) olan analitik Newtoncu civilti
modeli. Genlik (¢, —t)~1/4 olarak biiytir ve anlik frekans, bir-

lesme yakiminda yaklagim bozulana kadar (t, — t)~3/8 olarak
artar.
elde edilir. (108) yerine konulursa
df 96 4 (GM\®
= = Tt 11/3, 112
at = 5" ( c3 ) f (112)

bulunur. Boylece civilti hizla ivmelenir: yiiksek frekans-
ta gecirilen stire kisadir. (112) integre edilirse

-5/3
te—t = %(i—ﬂd) (nf)~8/3, (113)
elde edilir. f(¢) i¢in ¢oztlirse
B GMm
ft)y=— [256(1%5 t)] ( ) (114)
olur. Faz
t
o(t) = 2n/ f(tHat’, (115)

bagintisini saglar; dolayisiyla keyfi bir sabite kadar

(116)

O]
5GM

¢<t>—¢c—2[

olur. Istnim uzaklig1 r olan dairesel bir ikili i¢in 6ncti
gerinim genligi mertebe olarak

M\ [ nf 2/3
AN c ’
seklindedir; bu, elverisli yonelimli bir kaynak igindir.
Daha ayrintih ifadeler egim agis1 ("y1 igerir:

(117)

5/3 A[5/3
n(p) = 2GME

5/3 5/
hy(t) = &(T(f)z/3 cos L sin ¢(t).

)2/31 + cos? L

cos g(t), (118)

(119)
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Sekil 6. Sabit civilt: kiitlesi ve uzaklik i¢in, 30 Hz'de h = 0.5 X
10721 olacak sekilde normalize edilmis 6ncii gerinim 6lgek-
lenmesi & o f 2/3 Son gozlenen dalga bicimi post-Newtoncu,
birlesme ve ¢inlama diizeltmeleri gerektirir.

Tablo 1. Kiitlegekim-dalgas: ikilileri i¢in temsili sayisal 6lgek-
ler. Degerler yuvarlatilmistir ve parametre kestiriminden zi-
yade fiziksel yonelim saglamay1 amaglar.

Nicelik PSR B1913+16 ~ GW150914 &lcegi

my 1.44 MQ 36 M@

ms 1.39 Mo 29 Mo

M 1.23 Mo 28 Mo

Yoriinge periyodu  7.75h milisaniyeler
Eksantriklik 0.617 bant yakiminda kiigiik
Gozlenen oran 0.997 dogrudan gerinim
Tepe gerinimi dogrudan degil ~ 1072

Isinan enerji sektiler kayip ~ 3 Mpc?

11. Calisilmis Sayisal Uygulamalar

11.1. Yararhi sabitler

Sunlar: kullaniyoruz:

G =6.67430 x 107" m® kg™ 572, (120)
¢ =2.99792458 x 105 ms™*, (121)
ve
Mo = 1.98847 x 10*" kg. (122)
Giines kiitlecekim zamani
% =4.9255x 107%s, (123)
ve Giines kiitlecekim yarigap1
Gé\fo = 1.477 km. (124)
seklindedir.
11.2. Hulse-Taylor ikili pulsar
PSR B1913+16 yaklasik olarak
my =~ 1.44 Mo, mq =~ 1.39 Mg, (125)
kiitlelerine,
Pp ~7.75h = 2.79 x 10* s, (126)

yoriinge periyoduna ve
e =~ 0.617. (127)

eksantrikligine sahiptir. Yar1 biiytiik eksen Kepler yasa-
sindan bulunur:

P\
3 = —
! _GM(Zn) : (128)
M = 2.83 Mo ile bu
a~1.95x10°m. (129)
verir. Eksantriklik artist
£(0.617) = 1+ 33(0.617)* + 31(0.617)*
[1-(0.617)2]7/2
~ 11.8. (130)

olur. Dolayisiyla 1s1nim giicii ayni a degerine sahip da-
iresel bir ikilininkinden ¢ok daha biiyiiktiir. Uzun dé-
nemli zamanlama, kinematik ve Galaktik etkiler igin
diizeltme yapildiktan sonra yoriinge periyodu tiirevini
olger. Gozlenenin 6ngoriilene orani yaklasik

Pb,obs

~ 0.997, (131)

Py ar

olup kalan fark sistematik belirsizliklerle uyumludur
[13]. Bu, kiitlecekim dalgalarinin enerjiyi genel goreli-
ligin 6ngordiigi bicimde tasidigina dair ilk yiiksek du-
yarlikli kanuttr.

11.3. Dairesel kompakt ikili zaman 6l¢egi

my =my = 1.4 Mg, ap = 10°m, (132)

degerlerine sahip es kiitleli bir nétron yildiz: ikilisi i¢in
(101) denkleminden dairesel birlesme stiresi
. 5 c®ag
¢ 256 G3mymaM

~2.7x10Ms ~ 8.6 x 10% yr. (133)

olur. By, dik a3 bagimlihgim gosterir: baglangic ayrili-
g1 10 kat azaltmak ice sarmal siiresini 10? kat azaltir.

11.4. GW150914 mertebe tahminleri
GW150914 kaynak cercevesinde yaklasik

my = 36M@, Mo = 29M@ (134)
bilesen kiitleleriyle uyumluydu. Crvilt1 kiitlesi
(36 Mo 29 M)%/
(65 Mo)'/>
~ 28 Mo, (135)

olup kestirimler i¢in cogunlukla “yaklasik 30 My " ola-
rak yuvarlanur.

f=~150Hz,  r=410Mpc, (136)
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ve

410 Mpc =~ 1.27 x 10* m, (137)

alindiginda, 6ncii gerinim kestirimi (117)

2o

r\ c2 c

~ 10721, (138)
sonucunu verir. Toplam 1sman enerji yaklastk

Eqgw = 3 Mpc?. (139)

idi. Sayisal olarak,

3 Mpc? = 3(1.98847 x 10°° kg)(2.9979 x 108 ms™1)?
~ 5.36 x 1017 J. (140)

Eger At ~ 0.1s boyunca salindiysa, karakteristik 1snim
glicli

Low ~ 5% 108¥W, (141)

olur; bu, kisa bir an i¢in gozlenebilir Evren’in elektro-
manyetik 1s1nim giictinii ¢ok asar. Bu karsilastirma pa-
radoksal degildir: kiitlecekim dalgalar1 zayif baglasir
ve neredeyse serbestce kacar.

12. Tartisma

12.1. Varsayimlar ve gecerlilik sinirlari

Yukaridaki tiiretimler birkac varsayima dayanir. Birin-
cisi, alan zayiftir:

|huw| < 1. (142)

Bu kosul, i ~ 1072! olan saptanmus tiim kiitlecekim dal-
galar1 i¢in Diinya’da miikemmel bigimde saglanir; an-
cak birlesen kara deliklerin ufuklari yakiinda saglan-
maz. Ikincisi, kaynak ¢okkutup acilimi yavas hareket
varsayar:

g«1, G—Af <1 (143)
c ac
Dairesel bir ikili igin bunlar
v? GM
— 2 —. 144
2 ac? (144)

ile iligkilidir. Newtoncu kuadrupol formiilii bu neden-
le giintimiizde post-Newtoncu kuram olarak sistemles-
tirilen v/c a¢ilimimin 6ncii terimidir [15]. Birlesme ya-
kininda v/c artik kiigiik degildir ve sayisal gorelilik ge-
rekir. Uglinciisii, 1isinim-tepkisi yaklagimi adyabatik ige
sarmal varsayar: yoriinge elemanlari bir yoriinge i¢inde
¢ok az degisir. Bu

< Q.

- (145)

kosulunu gerektirir. Sekil 5'te Newtoncu civilti genligi-
nin bi¢imsel 1iraksamasimin da diistindiirdiigii gibi, ko-
sul birlesme yakininda bozulur.

12.2. Ayar ve gozlenebilirler

Yaygin bir kavramsal giicliik, kiitlecekim dalgalarmin
metrik pertiirbasyonlariyla tanimlanmasi, buna karsi-
ik metrik bilesenlerinin koordinata bagli olmasidir. Co-
ziim, Ol¢tilebilir niceliklerin egrilik, 6z-zaman farklar1
ve asimptotik TT genlikleri olmasidir. Dalga boyuna ki-
yasla kiictik bir dedektorde jeodezik sapma (45) temiz
yerel ifadedir. Kollar1 dalga boyuna gore sonsuz kiigtik
olmayan bir lazer interferometresinde tam dedektor ya-
nity, 151810 null jeodezikler boyunca yayilimini igerir; an-
cak (47) oncii uzun-dalga boyu limitini yakalar.

TT ayar1 vakumda 6zellikle saydamdir, ancak mad-
de icinde genel olarak uygun bir kiiresel ayar degil-
dir. Harmonik-ayar alam h uv kaynakli dalga denklemi-
ni ¢6zmek i¢in kullanighdir; TT projeksiyonu ise son-
suzdaki 1sinimsal serbestlik derecelerini ayiklar. Bu ne-
denle (69) denkleminden (70) denklemine gecis istege
bagh degildir: dedektorler l_lw’m‘jn keyfi bilesenlerine
degil, enine izsiz gelgit alanlarmna yanit verir.

12.3. Gozlemlerle karsilastirma

Hulse-Taylor pulsar1 yoriinge-ortali, zayif 1sium-
tepkisi rejimini sinar. Yortinge hizlar1 giinliik standart-
lara gore goreli olsa da c ile karsilastinldiginda hala
miitevazidir ve sistem, elemanlar1 yavasca evrilirken
bir¢ok yoriinge tamamlar. (131) denklemindeki 0.997
civarindaki uyum orani, Galaktik ivmelenme ve 6z ha-
reket hesaba katildiktan sonra kuadrupol formiiliiniin
en temiz dogrulamalarindan biridir.

Yer tabanli interferometreler tamamlayici bir rejimi
sinar. GW150914"tin erken ice sarmali civilti-kiitlesi 6l-
¢eklenmesiyle makul bigimde tanimlanir; ancak gozle-
nen sinyal ayrica geg¢ ice sarmal, birlesme ve ¢inlama
igerir. Veri analizinde kullanilan tam dalga bicimi yal-
nizca (118) degildir. Daha yiiksek post-Newtoncu dii-
zeltmeleri, spin etkilerini, ilgili oldugunda presesyonu,
sayisal gorelilige kars: birlesme kalibrasyonunu ve ka-
ra delik yari-normal ¢inlamasini icerir. Bununla birlikte
basit kestirim (138), 102! civarinda gerinim duyarlili-
gina sahip kilometre 6lgekli interferometrelerin neden
uygun araglar oldugunu agiklar.

12.4. Modern gelismeler

Modern kiitlecekim-dalgas1 astronomisi temel kurami
birka¢ yonde genisletir. Eslesmis-siizge¢ aramalar: bir-
¢ok ¢evrim boyunca dalga bi¢imi faz dogrulugu ge-
rektirir; bir radyan mertebesindeki faz hatasi sapta-
nabilirligi azaltabileceginden yiiksek mertebeden post-
Newtoncu agilimlar ve etkin-tek-cisim yontemleri zo-
runludur. Sayisal gérelilik, dogrusal olmayan birlesme
ve ¢inlama i¢in tam Einstein denklemlerini ¢ozer. Ba-
yesci parametre kestirimi, dedektor aglarindan kiitlele-
ri, spinleri, uzakliklari, egimleri, gokytizii konumlarini
ve genel gorelilik testlerini ¢ikarir.

Kuadrupol formiilii, bu gelismelere karsin merkezi
kalir. Neredeyse her kompakt-ikili ice sarmal1 i¢in 6n-
ciimertebe genligi, 1stnim giiciinii, yoriinge bozunumu-
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nu, avilt kiitlesini ve nitel davranisi verir. Ayrica ikili
sistemlerin kiitlecekim-dalgas1 gogiine neden egemen
oldugunu aciklar: biiytik ve hizla degisen kuadrupol
momentlerine sahiptirler. Kiiresel simetrik ¢okiis genel
gorelilikte kiitlecekim dalgas1 yaymaz ve eksensimetrik
sistemler gii¢lii bicimde kiiresel olmayan kompakt iki-
lilerden daha az verimli 151mim yapar.

13. Sonug

Lineerlestirilmis genel gorelilik, Einstein'in dogru-
sal olmayan alan denklemlerini Lorenz ayarinda iz-
terslenmis pertiirbasyon icin hiperbolik bir dalga denk-
lemine dontstiirtir. Vakum ¢6ziimleri, fiziksel etkisi
serbest diisen test kiitlelerinin gelgitsel deformasyonu
olan iki enine-izsiz tensor polarizasyonu, h, ve hy, ige-
rir. Yavag yalitilmig bir kaynak icin gecikmeli ¢6ziim;
gerilme-enerji korunumu ve uzak-bolge agilimindan
sonra kuadrupol dalga bigimine

_ 2G ..
ve 1ginim giicline
G e
P == (Q;Q;) (147)
gotiiriir. Dairesel bir ikili igin bu
32 GimimiM
B (148)
ve -
. 64 G°mymaM
i= _E#' (149)
sonuglarin verir. Ayni gerceve
f‘(x M5/3f11/3, (150)

aviltt bagmtisini tretir; bu, kompakt-ikili kiitle 6l¢ii-
miiniin temelidir. Hulse-Taylor pulsar: sekiiler enerji-
kayb1 6ngoriisiinii dogrularken, GW150914 gerinimin
dogrudan saptanmasini ve kara delik birlesmesinin
muazzam 1sinim gliclinii gosterir. Boylece zayif-alan
kuadrupol kurami hem genel goreliligin titiz bir limit
durumu hem de modern kiitlecekim-dalgas: astrofizi-
gine kavramsal kapidir.
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