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Ozet. Newton kiitlegekimi, yalitilmis gezegen, yildiz ve uzay araci yoriingeleri icin dikkat gekici dlciide eksiksiz bir
analitik kuram saglar. Bu makale, ters-kare kuvvetini integrallenebilir kilan geometrik hareket sabitlerini vurgulaya-
rak, iki-cisim probleminden Kepler hareketinin vektorel bir tiiretimini sunmaktadur. Iki-cisim sistemini indirgenmis
kiitleli esdeger bir tek-cisim problemine indirgedikten sonra, dogrusal momentumun, 6zgiil agisal momentumun,
mekanik enerjinin ve Laplace-Runge-Lenz digsmerkezlik vektoriiniin korunumunu tiiretiyoruz. Bu degismezler, ce-
kici kiitlede odag: bulunan diizlemsel konik kesit yoriingelerini ve r = p/(1 + e cos v) yoriinge denklemini gerektirir.
Radyal etkin potansiyel, doniim noktalarini ve dairesel-yoriinge kararliligini belirlemek tizere gelistirilmektedir. Kep-
ler’in ikinci ve tiglincii yasalari, vis-viva denklemi ve alt1 klasik yoriinge elemant ayni degismezlerden ¢ikar. Gergek,
dismerkez ve ortalama anomalileri Kepler denklemi araciligiyla iliskilendiriyor ve denklemin Newton—-Raphson ¢6-
ziimiinii sayisal olarak gosteriyoruz. Uygulamalar arasinda Diinya—Giines hareketi, Hohmann aktarim yoriingeleri,
cift-yildiz kiitle belirlenmesi ve ek bir 6tegezegen radyal-hiz 6rnegi bulunmaktadir. Ayrica gozlemsel testleri, oskii-
lator elemanlari, pertiirbasyonlari, gelgitleri, 1is1nim tepkisini ve goreli apsidal presesyonu tartisiyor; yararl cebirsel
ayrintilar1 bir ekte topluyoruz.

Anahtar Kelimeler: gok mekanigi; Kepler problemi; iki-cisim problemi; yoriinge elemanlars; ¢ift yildizlar; 6tegeze-

genler; aktarim yoriingeleri

1. Giris

Kepler’in ii¢ yasasi, Tycho Brahe'nin gezegen gozlem-
lerinden ampirik olarak siiziilmiis ve 1609 ile 1619 ara-
sinda yayimlanmuistir. Bu yasalar, gezegen yoriingele-
rinin Giines bir odakta olacak sekilde elipsler oldugu-
nu, yaricap vektoriiniin esit zamanlarda esit alanlar ta-
radigini ve yoriinge periyodunun karesinin biiytik yar1
eksenin kiiptiyle orantili oldugunu belirtir. Newton'un
basarisi, bu yasalarin tek bir dinamik ilkeden c¢iktigi-
n1 gostermesiydi: kiitleler arasinda etki eden ters-kare
kiitlegekim ¢ekimi [2]. Modern dilde Kepler problemi,
p = G(my + my) olmak tizere —u/r merkezi potansiyeli
tarafindan iiretilen integrallenebilir iki-cisim problemi-
dir.

Newtoncu tiiretimin degeri yalnizca tarihsel degildir.
Gezegen efemerisleri, spektroskopik ve gorsel cift yil-
dizlar, 6tegezegen radyal hizlari, pulsar zamanlamasi,
uzay araci gorev tasarimi ve birikim disklerinin yerel
dinamigi icin sifirinci-mertebe modeli saglar. Cogu mo-
dern yaklasim kiiciik perttirbasyonlar ekler: kiiresel ol-
mayan kiitlecekim alanlari, ek cisimler, gaz siiriiklen-
mesi, 1s1n1m basinci, gelgitsel séniimleme ve goreli dii-
zeltmeler [7, 6, 5]. Bu inceltmeler en iyi, tam Keplerci
yap1 agikca ortaya konduktan sonra anlasilir.

Bu makale s6z konusu yapiy1 vektor yontemleriyle
gelistirir. Agisal momentum korunumu tanidiktir ve
diizlemselligi ve Kepler’in ikinci yasasini agiklar. Daha
az tarudik, fakat ayni dlciide belirleyici olan biiyiikliik,
dismerkezlik vektorii olarak da adlandirilan Laplace-
Runge-Lenz vektoriidiir. Bu vektoriin korunumu, ters-
kare yasasinin 6zel bir simetrisidir ve yoriingenin hem
bi¢cimini hem de yonelimini sabitler. Bu sabitlerden,
ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemi bilesen bi-

lesen ¢ozmeksizin konik kesitler elde edilir.

Sunum, ileri lisans ve lisansiistii baslangi¢ diize-
yindeki 6grenciler i¢in amaglanmistir; ancak tiiretim-
ler arastirma kullanimina yetecek ayrintida yazilmis-
tir. Metin boyunca kalin semboller vektorleri, sapkali
semboller ise birim vektorleri gosterir. Goreli ayrilma
r = 11 — T3, bunun biyukligi r = |r| ve v = 7/dir.
Kiitlegekim parametresi

U= G(m1 + 7712). (1)

Ozgiil agisal momentum, enerji ve dismerkezlik vekts-
rii sirasiyla h, € ve e ile gosterilecektir.

2. Fiziksel ve Matematiksel Cerceve

2.1. Newtoncu iki-cisim dinamigi

my ve my iki noktasal kiitlesinin eylemsiz konumlari
r1 ve rp olsun. Newton'un kiitlecekim yasasi esit ve zit
kuvvetler verir:

my7, = —Gmymsy nor , (2)
)
MoTo = +Gm1m2m. (3)
Kiitle merkezi koordinati
- @
ve goreli koordinat
=7 —7To. (5)
(2) ve (3) denklemlerini toplamak
(my + mg)R =0. (6)
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sonucunu verir. Boylece kiitle merkezi diizgiin hareket da (102) __ yi _d ( v ) _ (17)
eder. Ivmelerin ¢ikarilmasi dt \2 r2  dt \r
. G( ) T r . Bu nedenle 41
=-G(my +mg)— = —u—.
r 1 2 3 ‘ui"3 ( ) el (—02 _ E) =0, (18)
dt \2 r

ifadesini verir. Dolayisiyla tiim yoriinge big¢imi bilgisi
tek goreli denklem (7) i¢inde yer alir.

Tanim 1. Iki-cisim sisteminin indirgenmis kiitlesi

minia
my + mo ’

Myed = (8)
seklindedir. Goreli hareket, —Gm;ms/r potansiyelinde
Myeq kiitleli bir parcacigin hareketi olarak yorumlanabi-

lir.

Bunu gormek igin kinetik enerjiyi kiitle merkezi ve
goreli degiskenler cinsinden yazalim:

1 1
T = 51”11?"% + 51”12?"%, (9)
1 . 1
T = 5(m + mo) R? + §mred'f*2. (10)
Potansiyel ener;ji
mre
u(r) = —Gm:"“ S (11)

seklindedir. Goreli enerjinin m,.q’e boliinmesi 6zgiil
enerjiyi verir:
Lo H
=-p2-L, 12

€=50" -2 (12)
“Ozgiil” sifat1, birim indirgenmis kiitle bagina anlamina
gelir. Bu uzay dinamigi ve yildiz dinamiginde standart
bir uzlasimdir; ¢iinkii yoriinge geometrisi, m,.4’e ayr1
ayr1 degil, u’ya ve basglangi¢ goreli faz uzay1 koordinat-
larma baghdir.

2.2. Merkezi kuvvetler ve dogrudan sabitler

(7) denklemindeki kuvvet merkezidir: r’ye paraleldir.
(7) ile 'nin vektorel ¢arpimini almak

. rXr
rXT=—U = =0. (13)
sonucunu verir. Clinkii
d .
E(er)zva+r><v, (14)
oldugundan,
dh
EZO' h=rxwv. (15)

elde edilir. h vektorii 6zgiil agisal momentumdur. Her
zaman hem r’ye hem de v’ye diktir; dolayisiyla yoriin-
ge h’ye dik sabit d{izlemle sinirhdir.
Enerji korunumu, (7) denkleminin v ile skaler ¢arpil-
mastyla elde edilir:
T

_ v
VU=, (16)

ki bu tam olarak (12) denklemidir.

Not 1. h/nin korunumu donme simetrisinden, ¢’ un ko-
runumu ise zaman Steleme simetrisinden kaynaklanur.
Ters-kare kuvveti, kapali bagh yoriingelerden sorum-
lu olan ve Laplace-Runge-Lenz vektoriiyle ifade edilen
ek bir gizli simetriye sahiptir.

2.3. Radyal indirgeme ve etkin potansiyel

Yoriinge diizlemsel oldugundan, h'ye dik diizlemde
kutupsal koordinatlar tanimlamak yararhidir. Hiz kare-
si

0% =72 + 2% (19)

olarak ayrisir. Acisal-momentum integrali

. h
V= }’_2 . (20)
sonucunu verir. (20)'nin (19) igine ve ardindan (12) igi-
ne konmasi tek-boyutlu radyal enerji denklemini verir:

1
§r'2 + Ueg(r) = ¢, (21)

burada birim indirgenmis kiitle bagina etkin potansiyel

h?  u
Uet(r) = EYCRE (22)
seklindedir. (22) denklemindeki ilk terim merkezkag
bariyeridir. Bu yeni bir kuvvet degil, agisal momentu-
mun enerjetik sonucudur: i # 0 olan yoriingeler, ener-
jileri iraksayan h2/(2r?) terimini asmaya yetecek kadar
yliksek olmadikga r = 0’a ulasamaz.
Radyal ivme, (21) denkleminin tiirevi alinarak ya da
(7) kutupsal bilegenlere ayristirilarak bulunur:
. h? u
r — 1’_3 = _1’_2' (23)
Dairesel bir yoriingenin yarigapi sabittir, » = r.; dolayi-
styla 7 = # = 0. O halde (23) denklemi

h? = ur.. (24)

sonucunu verir. Esdeger olarak, dairesel hiz

- &
Ve = . (25)

saglar. Etkin potansiyelin ikinci tiirevi

dzllcﬁ _ 3]’12 2[J

R (26)
Dairesel yarigapta (24)
dQUeff H
12 = r_g’ > 0. (27)

Te
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elde edilir. A = 0 oldugundan,
d ds
—(vXxXh)=pu—. 36
~ Fwxh) =pg (36)
~
= Dolayisiyla
3 T vxh
= e= m -7 (37)

Sekil 1. Sabit acisal momentum igin etkin potansiyel; mini-
mum 7 = r. = h?/u konumunda olusacak sekilde clgeklen-
mistir. Bagh radyal hareket, € = Ueg(r) saglayan doniim nok-
talar1 arasinda gergeklesir; minimum kararli dairesel yoriin-
gedir.

verir. Boylece dairesel Keplerci yoriingeler radyal ola-
rak kararhdir. r. etrafindaki kiigiik radyal salimimlarin

frekansi
k=5, (28)
re

olup acisal frekansa esittir:

_ve_ [B
ne= =i (29)

K = n. esitligi, neredeyse dairesel Keplerci yoriingele-
rin bir radyal salinimdan sonra neden kapandigini gor-
menin bagka bir yoludur. Genis kiitle dagilimlarinda ya
da goreli potansiyellerde bu esitlik genellikle bozulur
ve apsidal ¢izgi presesyon yapar.

3. Laplace-Runge-Lenz Vektorii ve Yoriin-
ge Denklemi

3.1. Dismerkezlik vektoriiniin kurulmasi

(7) denkleminden baslayarak h ile vektorel carpim alin:
) r
vxhz—yr—sx(er). (30)

aX(bxc)=bla-c)-cla-b) tgli-carpim 6zdesligini
kullanarak

oxrxo) = & [rr) o], ()
= rL.QT - %’U. (32)

yazilir. Radyal birim vektor # = r/r’nin tiirevi

dr r

v
*Tr (33)
d# 7 v
= 54
seklindedir. (30)—(34) birlestirilirse

I
bxh:yd—:. (35)

vektorii sabittir.

Tanim 2. (37) denklemindeki sabit e vektorii dismer-
kezlik vektoriidiir. Biytikligi

e=le| (38)

yoriinge dismerkezligidir ve dairesel olmayan yoriinge-
lerde yonii periapsise dogru gosterir.

Fiziksel yorum dogrudandir. # vektorii anlik yarigap:
izlerken, (v X h)/u hiz ve agisal momentumu birlestirir.
Bu ikisinin fark: yalnizca ters-kare yasasi igin sabit ka-
lir. Bu sabit vektor yoriinge diizleminde tercihli bir yon
secer, genel bir merkezi yoriingenin dénme dejenereli-
gini kirar ve apsidal ¢izgiyi duragan kilar.

3.2. Konik denklemin tiiretilmesi

(37) denklemini r ile skaler ¢arpalim:

TZW—T. (39)

Skaler tiglii carpim dongiisel olarak yazilabilir:
r-(vxh)=h-(rxv)=h-h=h% (40)

v, hareket yoniinde e’den r’ye olan ag1, yani gercek ano-
mali olsun. O halde

e-T =ercosv. (41)

(39) i¢ine koymak

12
ercosv=——r. (42)

verir. ¥ i¢in ¢oziliirse

2
r—# pzh_

~ l+ecosv’ p (43)
elde edilir. (43) denklemi, odaklarindan biri orijinde
olan bir konik kesitin kutupsal denklemidir.

Onerme 1. Newtoncu kiitlegekim altindaki goreli yoriinge
bir konik kesittir. 0 < e < 1 igin elips, e = 1 igin parabol ve
e > 1 icin hiperboldiir.

Kanmit. Odagy orijinde, dismerkezligi e ve yar1 latus rek-
tumu p olan bir konigin kutupsal denklemi tam olarak
(43) denklemidir. Koniklerin dismerkezlige gore stan-
dart smiflandirmasi ti¢ durumu verir. O
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Periapsiste v = 0, elips icin apoapsiste ise v = 1 olur.
Dolayisiyla

T (44)
__F
Ta =15 (e <1). (45)
Bir elips igin
IptTa
a= 2 7 (46)
p=a(l-e?). (47)

(47) ile p = h?/u birlestirilirse
h? = pa(l-e?). (48)

elde edilir. Bir hiperbol i¢in ¢cogu kez a < 0 kullanilir;
bu durumda
p=a(l-e?) (49)
0zdesligi hala p > 0 verir, ¢linkii e > 1'dir.
Bir elipsin radyal déniim noktalar1 etkin-potansiyel

denkleminden de elde edilebilir. (21) iginde 7 = 0 koy-

mak
2

er? + ur — % =0. (50)

verir. € < 0 i¢in iki pozitif kok

—U F /U2 + 2eh?

2e

(51)

ry =

seklindedir. Asagidaki (71) kullanilarak bu kokler

h?/u

STyl (52)
h2

ry = % =Ta. (53)

bi¢imine indirgenir. Béylece geometrik apsisler, radyal
kinetik enerjinin sifirlandig1 noktalarla ayrudir.

4. Hareket Sabitlerinden Kepler Yasalar

4.1. Kepler'in ikinci yasas1

Alansal hiz, yaricap vektoriiniin yoriinge diizleminde
alan tarama hizidir. Bir dt araliginda taranan alan

dA = %erv. (54)

seklindedir. Yoriinge diizlemindeki kutupsal koordi-
natlarda
v=FF+rvp. (55)
Bu nedenle
h=|rxv| =r?. (56)

(54) ve (56) birlestirilirse

dA _h

= 3 (57)

periapsi

S~ 2a 7

Sekil 2. Elips geometrisi. Cekici cisim F odagindadir; gercek
anomali v odakta 6lctiliirken, dismerkez anomali E yardimci
cember kullanilarak merkezde ol¢iliir.

Sekil 3. Kutupsal bigimde Keplerci konikler ailesi r/p = (1 +
e cosv)~ L. Elipsler e < 1 icin kapanr; hiperbolik kol agiktir ve
paydanun sifirlandig: yerlerde asimptotlara sahiptir.

elde edilir. i sabit oldugundan, dA/dt sabittir. Bu Kep-
ler’in ikinci yasasidir.

Fiziksel icerik agisal momentum korunumudur. Bir
cisim periapsis yakininda r kiiciik oldugu igin hizli,
apoapsis yakininda ise r biiyiik oldugu igin yavas ha-
reket eder; bu hizlanma ve yavaslama esit zamanlarda
esit alanlar taramak igin tam gereken orandadir.

4.2. Kepler'in birinci yasas1

Bagl hareket i¢in e < 1 oldugunda (43) bir elipstir.
Odagy, goreli koordinatin orijini, yani kuvvet merkezi-
dir. Tam iki-cisim probleminde ne yildiz ne de gezegen
mutlak orijinde bulunur; bunun yerine iki cisim de or-
tak kiitle merkezleri etrafinda dolanur. Goreli elipsleri-
nin biiytik yari ekseni a = a; + a olup

ma
= —-a, 58
“1 mi + I’I’IQa ( )
mq
=—— 4. 59
2 mi + mo ( )
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seklindedir. Dolayisiyla her cisim, ayn1 periyot ve dis-
merkezlige sahip fakat biiyiik yar1 eksenleri kiitleyle
ters orantili olan benzer bir elipsi barisenter etrafinda
Gizer.

4.3. Kepler’in iiciincii yasasi

Bir elips icin toplam alan
Aen = mab. (60)
seklindedir. Kiiciik yar1 eksen
b=aVl-e2 (61)
saglar. Alansal hiz 11/2 oldugundan, periyot

p= Aen _ 271112V1—e2
/2 h :

(62)
olur. (48) kullanilarak

p=TE % (63)

T
Vpa(l —e?)
T

22

2ma* V1 — e?
3
e

P=2 (64)
elde edilir. Dolayisiyla
4m?
P?= ———a°. 65
G(m1 + I’}’lg) 4 ( )

Bu, Kepler'in tiglincii yasasinin Newtoncu bigimidir.
Orant sabiti yalnizca merkezi kiitleyi degil, toplam kiit-
leyi ierir. P? ~ 41t?a® /(Gm; ) yaklagimi ancak my < m;
oldugunda gegerlidir.

5. Enerji, Vis-Viva ve Yoriinge Siniflandir-
masi

5.1. Yoriinge elemanlar1 cinsinden enerji

Dismerkezlik vektorii, enerji ile dismerkezlik arasinda
yararl bir bagint1 saglar. (37) denkleminden

pe =v X h— us. (66)

Buytikliigiin karesi alinirsa

pe? = |v x h|* = 2u# - (v X h) + p?. (67)
v, h'ye dik oldugundan
lv x h|? = v?h2. (68)
Ayrica
R 1 h?
r-(vxh)=;r-(v><h)=7. (69)
Boylece
h? 2u
62:1_{_?(02_7). (70)

€ =v%/2 — u/r kullanlarak

2eh?
w

e2=1+

(71)

elde edilir. Bu tek denklem yoriingeyi siiflandirir:

e<0e=0<ex<], (72)
e=0e=e=1, (73)
e>0=e>1. (74)

Bir elips i¢in (48), (71) icine konursa

e? =1+ %ya(l —e?), (75)

2€a
1=-=" (76)
i

elde edilir. Dolayisiyla

.
€=—5 (77)

Ayni formiil a < 0 alinirsa hiperbolik hareket igin de
gegcerlidir ve € > 0 verir.
5.2. Vis-viva denklemi

(77) 6zgl enerji tanimina yerlestirilirse

o E__H (78)

elde edilir. v? igin ¢6ziim vis-viva denklemini verir:

02=y(2—1). (79)

r a

Periapsis ve apoapsiste

1+e
Up = \/Hmf (80)

1-e
a(l+e)’

Va = |1 (81)

(79) denklemi gok mekaniginin en yararli sonuglarin-
dan biridir. Hizin yerel olarak r tarafindan ve kiiresel
olarak enerji 6lgegi a tarafindan belirlendigini soyler.
Bu nedenle yoriinge belirleme ve gorev tasariminda
merkezi 6nemdedir.

5.3. Ucus-yolu agis1 ve yerel hiz bilesenleri

Yalnizca hizin bty tiklagii hareketin yontinii belirlemez.
Radyal ve enine bilesenler, (43) tiiretilerek ve (56) kul-
lanilarak elde edilir. Clinkii

dr pesinv
—_—= 82
dv (1+ecosv)? (82)

radyal hiz
,_dr @
P= V= qesiny. (83)
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olur. Enine hiz
rv = % = %(1 + e cosv). (84)
seklindedir. Boylece

2
v? = (%) [62 sin® v + (1 + e cos v)2] , (85)
ve p = h*/u konduktan sonra vis-viva bi¢imine indir-
genir. Yerel enine yonden hiz vektoriine dogru 6dlgiilen
ugus-yolu ags1 y,

esinv

tany = L (86)

v l4+ecosv’
saglar. Bubagmnt yoriinge tasariminda rutin olarak kul-
lanilir; ¢iinkii konigin herhangi bir noktasinda gerekli
hiz vektoriintin yoniinii verir.

6. Klasik Yoriinge Elemanlar1

6.1. Geometrik tanim

Ug-boyutlu eylemsiz uzayda bir Keplerci yoriinge alti
klasik elemanla belirlenir:

(a,e,i,Q, w,v). (87)

Burada a biiytiik yar1 eksen, e digsmerkezlik, i yoriinge
diizleminin bir referans diizleme gore egikligi, () yiikse-
len diigtim boylami, w periapsis argiimani ve v gercek
anomalidir.

k referans diizleme dik birim vektor olsun. Digiim
vektorii

n=kxh. (88)
seklindedir. O halde
i = arccos (E) , (89)
h

Q = atan2(n,, ny), (90)
@ = atan2 (w,n-e)’ (91)

hne ne

B h-(exr) e-r
v = atan2 (h—er' 6_1’) (92)

Iki-argiimanli arktanjant acty1 dogru geyrege yerlestirir.
Dairesel ya da ekvatoryal yoriingeler icin bazi agilar ta-
nimsiz héle gelir; bu durumda tekil olmayan eleman
kiimeleri tercih edilir.

Ters doniisiim, p periapsise ve w yoriingeye dik ola-
cak sekilde perifokal cercevede (p, ¢, W) baslar. Bu ger-
cevede

p cos vV
R S 9
Tt T T e cosv SHSV ! (%3)
m —sinv
vpr = (/= |e+cosv]. (94)
P 0

déssnXcizgisi

Sekil 4. Ug-boyutlu bir referans cergevesinde klasik yoriinge
elemanlari. Q, i ve w agilar1 yoriinge diizlemini ve apsidal ¢iz-
giyi yoneltir; gercek anomali v cismi konik tizerinde konum-
landirir.

Eylemsiz vektor donmelerle elde edilir:
r = R3(Q)R1(i)R3(a))7°pf, (95)
ve v i¢in de benzer sekilde:

v = R3(Q)R;(I)R3(w)vps. (96)

6.2. Anomaliler ve Kepler denklemi

Eliptik hareket i¢in dismerkez anomali E, Sekil 2 i¢inde-
ki yardimc1 gemberle tanimlanur. Elips merkezine goére
Kartezyen koordinatlar

Xc =acoskE, (97)
Ye =DbsinE. (98)

seklindedir. Odak orijin olarak alindiginda

r=a(l —ecosE). (99)
r=a(l—e?)/(1 +ecosv) ile karsilastirma
cosE —e
O e cosE’ (100)
V1 -—e2sinE
siny = ———. 101
i 1—ecosE (101)
verir. Esdeger olarak
1+ E
fan - = ¢ tan=. (102)

2 1-e 2

Ortalama anomali M, periapsis gegisinden itibaren
zamanla orantilidir:

- a(h - _m_ |H
M =n(t -1), n="5 =45 (103)

burada 7 periapsis gecis zamarudir. M ayni zamanda ta-
ranan yoriinge alani kesrinin 27 kat1 oldugundan, Kep-
ler denklemi elde edilir:

M =E —esinE. (104)
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Dogrudan bir tiiretim alandan gelir. Periapsisten dis-
merkez anomali E’ye kadar taranan alan

A(E) = %(E —esinE). (105)
seklindedir. mab’ye boliip 27 ile carpmak
2nAE) _p_psinE = M. (106)
nab

verir. Boylece ortalama anomalide diizgiin hareket fi-
ziksel konuma dogrusal olmayan bigimde eglenir.
Hiperbolik yoriingeler i¢in yararl bir analog hiperbo-
lik anomali H'dir. a < O ve e > lile
r=a(l —ecoshH), (107)

olur; sag taraf pozitiftir ¢linkii 2 < 0’dir. Hiperbolik
Kepler denklemi

My, = esinh H — H, (108)
ve
My = |t = ). (109)
(—a)?
seklindedir. Gercek anomali H ile
tan L = o/ &F ! tanh E (110)

2 e—1 2

bagintisiyla iligkilidir. Bu formdiller, cismin merkezi cis-
me kiitlecekimsel olarak baglh olmadig: kuyrukluyildiz
yakin gegisleri ve kiitlecekim yardiml yoriingeler igin
esastir.

6.3. Newton-Raphson ¢oziimii
Verilen M ve e icin Kepler denklemi,

f(E)=E —esinE — M. (111)

fonksiyonunun kokii bulunarak ¢oziiliir. Newton—
Raphson yinelemesi

E E Ej—esinE]'—M 112
A 1—ecoskE; (112)

verir. 0 < e < 1igin tlirev
l-e< f(E)y=1-ecosE<1+e. (113)

saglar. Dolayisiyla f kesin artandir ve kok 27t modunda
tektir. Yineleme yeterince yaklastiginda hata kuadratik-

tir:

fII(E*)
2f(E.)
Kiigtik ve orta dismerkezlikler icin Ey = M genellikle
yeterlidir. ¢ — 1 ve M sifira yakin oldugunda, f'(E)
kiigtik olabildigi icin daha iyi baslangi¢ degerleri kulla-
nilir.

|Eje1 — Ed| = |Ej — E.J2. (114)

Tablo 1. E — 0.7sinE = 2.0 denkleminin Newton—-Raphson
¢oziimii. Referans kok E. = 2.447683214 rad degeridir.

j E;j (rad) |Ej — E.| (rad) hata orani
0 2.000000000 4.4768 x 107! -
1 2492929991  4.5247x 1072 1.01x 107!
2 2448005625 3.2241x107*  7.13x 1073
3 2447683231  1.70x107®  527x107°
4 2447683214 1.0x1071° 5.9%x 1078
107t 1
)
£ 100 y
ui
[
E 10—11 [ _
-16 | | |
10 0 1 2 3 4
yineleme j

Sekil 5. Tablo 1 verileri i¢in Newton-Raphson yakinsamasi.
Ikinci yinelemeden sonraki neredeyse diisey diistis kuadratik
yakinsamay1 gostermektedir.

7. Coziimlii Sayisal Uygulamalar

7.1. Diinya—-Giines yoriingesi

Sunlar1 alalim:

GMp = 1.3271244 x 10*° m3s72, (115)
a =1.4959787 x 10" m, (116)
e = 0.0167. (117)

(64) denkleminden periyot

a3
P=2 =3.1558 x 10" s = 365.26 d. (11
“‘/GM@ 3.1558 x 107 s = 365.26 (118)

olur. Perihel ve afel uzakliklar:

(119)
(120)

ro =a(l—e) =1.4710x 10" m,
o = a(l+e)=1.5210 x 10'" m.

seklindedir. (80)—(81) denklemlerinden karsilik gelen
hizlar

vp =3.03%x10* ms™?,
U, = 2.93 X 10* ms™.

(121)
(122)

olur. Kesirsel hiz degisimi yalnizca birkag yiizde diize-
yindedir; ancak esit-alan hareketi i¢in zorunludur. Ayni
hesap, yiiksek-duyarlikli y1ldiz radyal hizlarina uygula-
nan barisentrik diizeltmenin temelini olusturur.
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7.2. Dairesel yoriingeler arasinda Hohmann aktarimi

Hohmann aktarimi, darbelerin apsislerde tegetsel ola-
rak gerceklestigi durumda iki dairesel yoriinge arasin-
daki en kiiglik-darbeli esdiizlemsel iki-yanma aktari-
mindir. Baglangig ve son dairesel yarigaplar r; < 7, ol-
sun. Aktarim elipsinin

g, =172 (123)
2
btiytiik yar1 ekseni vardir. Dairesel hizlar
o =5, (124)
Ty
vs = |2 (125)
r2

seklindedir. Periapsis ve apoapsisteki aktarim hizlari
vis-viva'dan gelir:

2 1
= —_ - 12

Uy u (r1 at) (126)

2 1
= Z . 127
U2 H (},2 i, ) (127)

Gerekli darbeler

AZ71 =041 — 01, (128)
AT)Q = U9 — U2, (129)
AUy = AUy + Avs. (130)

seklindedir. Aktarim stiresi, aktarim periyodunun yari-
sidir:

by = T4 | —. (131)
U
ri1 = 6678 km olan algak Diinya yoriingesi ve

ro = 42164 km olan jeostasyoner yaricap igin, pg =
3.986004 x 10° km? s~2 kullaruldiginda

a, = 24421 km, (132)
v; = 7.73kms ™, (133)
vy = 3.07 kms™?, (134)
vy = 10.15 kms™!, (135)
Do = 1.61 kms™t. (136)
bulunur. Dolayisiyla
Av; =2.42kms™!, (137)
Avy = 1.46 kms™!, (138)
Avyor = 3.88 kms™!, (139)
ty =1.91x10*s = 5.31 h. (140)

Bu degerler firlatma kayiplarini, sonlu-yanma etkileri-
ni, egiklik degisimlerini ve atmosferik stirtiklenmeyi di-
sarida birakir; ancak konik ¢oziimiin nasil pratik bir
miihendislik aracina dontistiigiinii gosterir.

dis dairesel yoriinge

r2
AUQ

Sekil 6. Iki dairesel egdiizlemsel yoriinge arasinda Hohmann
aktarmmi. Aktarim elipsi i¢ yoriingeye periapsiste, dis yoriin-
geye apoapsiste tegettir.

7.3. Cift yildiz kiitle belirlenmesi

Agisal biiyiik yar1 ekseni yay-saniye cinsinden «, uzak-
11g1 parsek cinsinden d ve periyodu yil cinsinden P olan
bir gorsel ¢ift igin, fiziksel biiytiik yar1 eksen astronomik
birim cinsinden

a(AU) = a(arcsec) d(pc). (141)

olur. G = 47% AU3 yr~2 M3' olan birimler kullanildigin-
da Kepler’in tigiincii yasasi
my +my {Il‘s(AU)
Mo P2(yr)’

(142)

haline gelir. @ = 0.50”, d = 20.0 pc ve P = 25.0 yr oldu-
gunu varsayalim. O zaman

a=10.0 AU, (143)
10.0°
mi + my = WMO = 1.60Mp. (14:4)

olur. Barisentrik biiyiik yar1 eksenler ayr: ayr1 6lgiiliir
ve a1/as = ma/m, saglarsa bireysel kiitleler elde edilir.
Ornegin a; /as = 0.60 ise

1
s = 0.60Mo. (146)

bulunur. Bu, yildiz kiitlelerinin &l¢iilmesindeki temel
yoldur. Ampirik kiitle-isinim bagintisini ve yildiz ev-
rimi modellerinin kalibrasyonunu buna dayandirir [8,
9].

7.4. Otegezegen radyal-hiz sinyali

Ayni barisentrik hareket, 6tegezegen aramalarinda yil-
diz sogurma ¢izgilerinin periyodik Doppler kaymasi
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olarak gozlenir [15]. m, kiitleli bir y1ldizin etrafinda do-
lanan m,, kiitleli bir gezegen i¢in, yildizin biiytik yar1

ekseni
My

iy = (147)

—a.
My + 1M,
olur. Gozlenen goriis dogrultusu hizi, yildizin yériinge
hizinin izdiigtimiidiir. Yari-genligi

27ta4 sin i
K=—F", (148)
PV1 —e2

seklindedir; burada (1—e?)~/2 carpani digmerkez elips-
teki diizgtin olmayan hizi hesaba katar. Kepler’in ti¢tin-
cii yasasiyla a yok edilirse

‘- (271G)1/3
P

My sin i 1
(s + )P VT2

elde edilir. m, < my oldugunda bu, kullanish 6lcekle-
meye doniisiir:

. -1/3
My sin 1 P
K=284ms™ [ —
s ( M_] )(1yr)

(149)

m 1

*

X | — . 150
(MG) V1-e? (150
Burada Mj Jiipiter kiitlesini gosterir. Coziimlii bir 6r-

nek olarak, su parametrelere sahip bir sicak Jiipiter ala-
lim:

P =3.5247d, (151)
Ny = 1.00Mg, (152)
e=0, (153)
mysini = 0.69Mj. (154)
P =9.650 x 1073 yr oldugundan, (150) denklemi
K = 28.4(0.69)(9.650 x 107)™/3 =92 ms™.  (155)

verir. Bu genlik duyarl spektrograflarla kolayca sapta-
nabilir ve kisa periyotlu dev gezegenlerin radyal-hiz
yontemiyle kesfedilen ilk 6tegezegenler olmasini agik-
lar.

Ayni yoriingenin biiytik yar1 ekseni

q= ( Z; ) = 7.73%10° m = 0.0517 AU. (156)
seklindedir. Yildiz yarigap1 Ry = 1.0R;, ise, dairesel bir
yoriinge i¢in yaklasik geometrik gegis olasilig1

R 6.96 x 108
X = = 0.090.

Pu=—" =m0~

(157)
olur. Boylece bu biiyiik yar1 eksene sahip rastgele yonel-
mis sistemlerin yaklasik 9%"u gegis gosterecektir. Kep-
lerci geometri bu nedenle hem Doppler genligini hem
de fotometrinin bir értiilme gérme olasiligini belirler.

IU)
&
X
[ 2 .
g 10 :
2o i
— —0.1M; ]
IL N— 1M, i
s — 5M

101 £ T T 1J T m\ 1 | S 1 =

10° 10 10

P (d)

Sekil 7. Giines kiitleli bir yildiz etrafindaki dairesel, kenar-
dan goriilen gezegenler icin radyal-hiz yari-genligi. Keplerci
Olgekleme K o mpP_l/ 3, biiytik kiitleli kisa periyotlu geze-
genlerin kesfini kolaylagtirir.

8. Genisletmeler, Genellemeler ve Gozlem-
sel Testler

8.1. Oskiilator elemanlar

Bir pertiirbasyon ivmesi mevcut oldugunda, anlik du-
rum (r,v) yine aym €, h ve e formiilleri kullanilarak
bir Keplerci konige eslenebilir. Ortaya ¢ikan elemanlara
oskiilator elemanlar denir; ¢iinkii konik o anda gercek
yola tegettir. Eger

.. T
7= —yr—s + Gpert, (158)

ise acisal momentum artik tam olarak sabit degildir:

dh

T =X et (159)
Eneriji su hizla degisir:
de
Fri V- Qpert- (160)
Dismerkezlik vektorii
de _ apcrtxh+v><(r><apcrt)' (161)

dt U
uyarinca evrilir. (159)-(161) denklemleri pertiirbasyon
probleminin kompakt vektor bigimleridir. Hangi fizik-
sel etkilerin bir yériingenin boyutunu, bi¢imini ya da
yonelimini degistirdigini dogrudan gosterirler. Tama-
men enine bir itki hem enerjiyi hem de agisal momentu-
mu verimli bicimde degistirirken, tamamen radyal bir
pertiirbasyon tork uygulamaksizin dismerkezlik vekto-
riini degistirir.

8.2. Cift ve gezegen sistemlerinde izdiisiim testleri

Keplerci dinamik birkag yanliglanabilir 6ngoriide bulu-

nur. Cift-¢izgili spektroskopik bir ¢iftte radyal-hiz gen-

liklerinin oranu ters kiitle oranidar:
Ki _my

=—. 162
K2 m (6)
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[zdiisiiriilmiis biiyiik yar1 eksenler

. KyP

a;sini = #\/1 —e2, (163)
KsP

aysini = %\/1 —e2, (164)

seklindedir. Ikisini toplayip Kepler’in {igiincii yasasin
kullanmak

P(K; + Kp)?

1—e2)3/2.
2nG (1=¢%)

(my +my)sin®i = (165)
verir. Ortiilmeler i ~ 90° degerini sabitlerse, kiitleler
modele bagimli kestirimler olmaktan ¢ikip dogrudan

dinamik 6l¢timlere doniistir.

Gegis yapan otegezegenler icin yildizin ortalama yo-
gunlugu, 151k egrisinde dlgiilen 6lgeklenmis biiyiik ya-
r1 eksen a/R,’dan ¢ikarilabilir. Dairesel bir yoriinge ve
My <K< My igin

3n ( a

3
P+ = Gp2 R*) ‘

Bu bagmt:1 giiclii bir tutarlilik testidir: gecis geometri-
sinden ¢ikarilan yogunluk, yoriinge dismerkez olmadi-
g1 ya da ek cisimler zamanlamalar pertiirbe etmedigi
siirece, yildiz modelleri ve spektroskopiyle uyumlu ol-
malidir.

(166)

9. Tartisma

9.1. Varsayimlar ve gecerlilik sinirlar

Tiretim kisa bir ideallestirmeler listesine dayanir. Ci-
simler noktasal kiitleler olarak ele alimir, kiitlecekim
Newtoncudur, bagka kiitleler kuvvet uygulamaz ve et-
kilesim ani ve korunumludur. Bu varsayimlar altin-
da iki-cisim problemi tam olarak integrallenebilir. Ger-
¢ek astronomik sistemler tam olarak yalitilmis degildir.
Gezegen—gezegen etkilesimleri sekiiler presesyon ve re-
zonanslar iiretir; genis cisimler kuadrupol ve daha ytik-
sek cokkutup momentlerine sahiptir; yakin ciftler gel-
gitler ve kiitle aktarim yasar; kiigiik cisimler 1s1n1im ba-
sinci, Poynting—Robertson siiriiklenmesi ve gaz stirtik-
lenmesine maruz kalir; kompakt ciftler kiitlegekim dal-
galar1 yayar [11].

Pertiirbasyonlar ¢cogu kez ivie

.. r

# =g+ Gpert (167)
seklinde yazilarak diizenlenir. Oskiilator elemanlar,
gercek yoriingeye teget anlik konigin Keplerci eleman-
laridir. @apert kiigiikse elemanlar yoriinge periyoduna
kiyasla yavas evrilir. Bu nedenle Kepler problemi terk
edilmez; pertiirbasyon kurami igin hareketli temel hali-
ne gelir.

Birincile gore r3 konumundaki m; kiitleli tigtincti bir
cisim i¢in, 7 < r3 olan yakindaki bir test parcacig: tize-
rindeki basat gelgitsel pertiirbasyonun mertebesi

Aride ~ Gm3L3-
"3

(168)

10

seklindedir. Merkezi ivme p/r?’ye gore kiigiik paramet-

re
3

ms r
Ntide ~ — | —| -

e s (169)

olur. Bu boyutsuz kestirim, gezegen—Giines hareketi
i¢in Keplerci elipslerin bir yoriinge boyunca neden mii-
kemmel oldugunu, ancak Giines Sistemi kararlilig1 icin
neden uzun-dénemli integrasyonlarin gerektigini agik-
lar.

9.2. Goreli apsidal presesyon

Genel gorelilik, Schwarzschild iki-cisim problemini kii-
ik bir periapsis ilerlemesi ekleyerek degistirir. Bagat
post-Newtoncu mertebede yoriinge basina ilerleme

61 G(my + ms)

Awer = a(l —e?)c?

(170)

seklindedir. Merkiir icin a = 0.387 AU ve ¢ = 0.2056
kullanildiginda bu

Awgr = 5.02 X 1077 rad orbit™. (171)
verir. Yiizy1l basina yaklasik 415 yoriinge ile
Awgr = 43" century™?, (172)

Einstein kuraminca agiklanan tinlii anomal presesyon
elde edilir [3, 12, 13]. Giines Sistemi’'nde (170) kiigiik-
ligii GM/(ac?) < 1 oranini yansitir. Nétron yildizlar,
kara delikler ve kompakt beyaz-ciice ciftleri cevresinde
ayni diizeltme dinamik olarak dnemli héle gelir.

9.3. Kompakt ciftlerde 1sinim tepkisi

Kompakt ciftler icin Newtoncu elips duragan degildir;
¢linkii kiitlecekim dalgalari enerji ve agisal momentum
tasir. Yoriinge-ortalamali 1smnim tepkisi klasik Peters
denklemlerini verir [11]:

d_ﬂ _% G3m1m2(m1 + Ti’lg)
dt =~ 5 cBa3(l — e2)7/2
73 37
1+ —e?+ — 4) , 17
X( 21° " 96° (173)
d_e _ _%eG‘gmlmz(ml + T}’lg)
dt 15 5ad(1 —e2)3/2
121
x(1+2= 2). 174
( 304° (174)

Yalitilmis bir ¢ift icin hem 2 hem de e azalir. Ayrilma bii-
ylikken ice sarmal hareket yavastir; fakat a kiictildiikce
hizla ivmelenir, ¢iinkii kiigiik e icin da/dt « a3 olur.
Bu, korunumlu Kepler probleminin séntimlii karsilig1-
dir: her anda ¢ift neredeyse Keplercidir; ancak hareket
sabitleri sekiiler olarak stiriiklenir.

9.4. Gozlemlerle karsilastirma ve modern gelismeler

Keplerci dinamik; gezegen efemerislerinde, gorsel cift
yoriingelerinde, spektroskopik ¢ift radyal-hiz egrilerin-
de ve Otegezegen gecis zamanlamasinda dogrudan go-
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riintir. Tek-¢izgili spektroskopik bir ¢ift kiitle fonksiyo-
nunu verir:

3
2

- (my +my)?’

sin® i

PK3(1 —e?)3/?
2nG

m

f(m) = (175)
burada K, radyal-hiz yari-genligidir. Bu bagmnti basitge
Kepler’in tiglincti yasast ile izdiigtim geometrisinin bir-
lesimidir. Ortiilmeler ya da astrometri i’yi verdiginde
bireysel kiitleler elde edilebilir.

Galaktik dinamikte ayni ters-kare iki-cisim sonucu
cogu kez degisiklik yapilmadan uygulanmaz; ¢tinkii
yildizlar ¢ok sayida cismin kolektif potansiyeli i¢cinde
hareket eder [10]. Bununla birlikte yerel karsilasmalar,
gelgitsel parcalanma olaylari, genis ciftler ve Galaksi
merkezi kara deliginin etrafinda dolanan yildizlar, ba-
sat model olarak Keplerci elemanlarla yorumlanir. Koz-
molojide ve yap1 olusumunda kiitlecekim dinamigi cok-
cisimli ve ¢arpismasiz héle gelir; ancak Newtoncu kuv-
vet yasasl, goreli-olmayan madde i¢in ufuk-alti sinir ola-
rak kalir [16]. Kepler problemi bu nedenle hem ¢6z{il-
miis bir problem hem de kalic1 bir yap1 tagidir.

10. Sonug

Newton'un ters-kare kiitlecekim yasasindan baslaya-
rak iki-cisim problemi, merkezi bir potansiyelde indir-
genmis kiitleli bir parcacigin goreli hareketine tam ola-
rak indirgenir. Ozgiil agisal momentumun korunumu
yoriinge diizlemini sabitler ve Kepler'in esit-alan ya-
sasin1 gerektirir. Enerji korunumu vis-viva denklemini
ve € = —u/(2a) bagmtisin verir. Etkin potansiyel rad-
yal déniim noktalarini belirler ve dairesel yoriingele-
rin kararlihigim gosterir. Ek Laplace-Runge-Lenz vek-
torii apsidal yonii sabitler ve konik yoriinge denklemi
r =p/(1+ ecosv)yi dogrudan verir. Bagh yoriingeler
elipstir; parabolik yoriingelerin enerjisi sifirdir ve hiper-
bolik yoriingelerin enerjisi pozitiftir.

Kepler’in tiglinctii yasast, sabit alansal hiz ile elips ala-
ninin birlestirilmesiyle ¢ikar ve P? = 47243 /[G(m; +
ms)] sonucunu verir. Bu toplam-kiitle bagimlilig: cift-
yildiz astrofiziginde ve 6tegezegen radyal-hiz ¢alisma-
larinda esastir. Klasik yoriinge elemanlar:1 uzaydaki
Keplerci bir yoriingenin kompakt geometrik betimini
saglarken, Kepler denklemi diizgiin zaman evrimini
elips tizerindeki konuma baglar. Newton—-Raphson yi-
nelemesi bu denklemi olagan dismerkezlikler icin hiz-
la ¢6zer. Hohmann aktarimlars, ¢ift kiitle 6l¢timleri ve
Otegezegen Doppler genlikleri ayni analitik cercevenin
uzay aracl dinamigine, yildiz astrofizigine ve gezegen
bilimine nasil hizmet ettigini gosterir. Pertiirbasyonlar
ve gorelilik Keplerci ¢dziimii degistirir, fakat onun ye-
rini almaz: oskiilator konik gok mekanigi icin dogal re-
ferans durum olarak kalir.

A. Eliptik Hareket i¢in Yardimci Cebir

Bu ek, 6zlii sunumlarda ¢ogu kez atlanan cebirsel adim-
lar1 toplar. Odag; orijine ve biiyiik ekseni x-ekseni tize-
rine, periapsisi ise pozitif x yoniine yerlestirelim. Elip-

11

sin merkezi odaktan —ae kadar yer degistirmistir; bu
nedenle dismerkez-anomali parametrelestirmesi

x =a(cosE —e), (176)
y =bsinE. (177)

verir. Odaktan olan yarigap bu nedenle
r? = a%(cosE — e)? + b%sin? E, (178)
=a” [(cosE —e)® + (1 - e?)sin’ E|, (179)
=a?(1 —ecosE)% (180)

Pozitif karekok alinirsa

r=a(l-ecosE), (181)

elde edilir; bu (99) denklemidir.

Gergek anomali x
(176)-(181) denklemleri

= = rsinv saglar.

rcosv ve y

a(cosE —e)
- Beos= ) 182
cosv a(l—ecosE)’ (182)
VI-e?sinE
siny = &S0 (183)

a(l—ecosE) "

sonucunu verir. (183) denklemini, olagan yarim-ac1 6z-
desligi icinde 1 + (182) ile bolmek

1+et E
:w/ an —.
1-e 2

Kepler denkleminin tiiretilmesinde kullanilan alan
formiilii de dogrudan dogrulanabilir. Odaktan parga-
c1ga yarigapin taradigi alan

v sinv
tan — =
2 1l+4cosv

(184)

verir.

1 [E dy dx ,
A(E) = 5‘/0 (xdE’ - ydE’) dE". (185)
seklindedir. Sunlar kullanilirsa
dx .
FE- sinE, (186)
Y bcosE (187)
dE ’
integrand
dy dx
XE Y =ab(1 - ecosE). (188)

olur. Dolayisiyla
ab E ab
A(E) = 7/ (1—e cosE’)dE’ = E(E—e sinE), (189)
0

ve (105) i¢inde kullanildi1g1 bigim elde edilir. Son olarak,
toplam alan 7tab oldugundan, periyodun gecen kesri

t-t A(E) E-esinE

P mtab on (190)

olur; bu Kepler denklemine esdegerdir.
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Gok Mekanigi

B. Donme Matrisleri ve Durum Vektorleri

(95) ve (96) i¢cindeki donmeler agikca

cos¢p —singp 0
R3(¢) =|sin¢ cosp Of, (191)
0 0 1
ve
1 0 0
Ri(i)=]0 cosi —sini]|. (192)
0 sini cosi
olarak yazilabilir. Birlesik doniistim
Q = R3(QYR:1()R3(w) (193)

ortonormal siitunlara sahiptir. 11k iki siitunu, perifokal
birim vektorler p ve ¢'nun eylemsiz bilesenleridir:

cos QA cos w — sin Qsin w cos i

Pp =|sinQcosw + cos Asin w cosi |, (194)
sin w sin i
—cosQsinw —sin Q cos w cos i
§g=|-sinQsinw + cosQcosw cosi|. (195)
cos w sin i
Sonug olarak eylemsiz konum matrisler olmadan
r =r(cosvp+sinvg), (196)
ve eylemsiz hiz
I T, X
v = ;[— sinvp + (e + cosv)q]. (197)

seklinde yazilabilir. Bu formiiller cogu kez yoriinge ele-
manlarindan Kartezyen baslangic kosullarina esleme-
nin en kullanigh uygulamasidir.

Kaynaklar

[1] J. Kepler, Astronomia Nova, Prague, 1609.

[2] L. Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathe-
matica, London, 1687.

[3] A.Einstein, “Erkldrung der Perihelbewegung des
Merkur aus der allgemeinen Relativitdtstheorie,”
Sitzungsberichte der Kéniglich Preussischen Akademie
der Wissenschaften, 831-839, 1915.

[4] S. Chandrasekhar, Principles of Stellar Dynamics,
Dover, New York, 1960.

[5] H. Goldstein, C. Poole, and J. Safko, Classical Mec-
hanics, 3. baski, Addison-Wesley, San Francisco,
2002.

[6] J. M. A. Danby, Fundamentals of Celestial Mechanics,
2. baski, Willmann-Bell, Richmond, 1988.

[7] C. D. Murray and S. F. Dermott, Solar System Dy-
namics, Cambridge University Press, Cambridge,
1999.

12

[8] B. W. Carroll and D. A. Ostlie, An Introduction to
Modern Astrophysics, 2. baski, Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge, 2017.

[9] R. Kippenhahn, A. Weigert, and A. Weiss, Stellar
Structure and Evolution, 2. baski, Springer, Berlin,
2012.

[10] J. Binney and S. Tremaine, Galactic Dynamics, 2.
baski, Princeton University Press, Princeton, 2008.

[11] P. C. Peters, “Gravitational radiation and the mo-
tion of two point masses,” Physical Review, 136,
B1224-B1232, 1964.

[12] S. Weinberg, Gravitation and Cosmology, Wiley,
New York, 1972.

[13] C.W.Misner, K. S. Thorne, and J. A. Wheeler, Gra-
vitation, W. H. Freeman, San Francisco, 1973.

[14] R. R. Bate, D. D. Mueller, and J. E. White, Funda-
mentals of Astrodynamics, Dover, New York, 1971.

[15] M. Mayor and D. Queloz, “A Jupiter-mass com-
panion to a solar-type star,” Nature, 378, 355-359,
1995.

[16] Planck Collaboration, “Planck 2018 results. VI.
Cosmological parameters,” Astronomy & Astrophy-
sics, 641, A6, 2020.



	Giriş
	Fiziksel ve Matematiksel Çerçeve
	Newtoncu iki-cisim dinamiği
	Merkezi kuvvetler ve doğrudan sabitler
	Radyal indirgeme ve etkin potansiyel

	Laplace–Runge–Lenz Vektörü ve Yörünge Denklemi
	Dışmerkezlik vektörünün kurulması
	Konik denklemin türetilmesi

	Hareket Sabitlerinden Kepler Yasaları
	Kepler'in ikinci yasası
	Kepler'in birinci yasası
	Kepler'in üçüncü yasası

	Enerji, Vis-Viva ve Yörünge Sınıflandırması
	Yörünge elemanları cinsinden enerji
	Vis-viva denklemi
	Uçuş-yolu açısı ve yerel hız bileşenleri

	Klasik Yörünge Elemanları
	Geometrik tanım
	Anomaliler ve Kepler denklemi
	Newton–Raphson çözümü

	Çözümlü Sayısal Uygulamalar
	Dünya–Güneş yörüngesi
	Dairesel yörüngeler arasında Hohmann aktarımı
	Çift yıldız kütle belirlenmesi
	Ötegezegen radyal-hız sinyali

	Genişletmeler, Genellemeler ve Gözlemsel Testler
	Oskülatör elemanlar
	Çift ve gezegen sistemlerinde izdüşüm testleri

	Tartışma
	Varsayımlar ve geçerlilik sınırları
	Göreli apsidal presesyon
	Kompakt çiftlerde ışınım tepkisi
	Gözlemlerle karşılaştırma ve modern gelişmeler

	Sonuç
	Eliptik Hareket için Yardımcı Cebir
	Dönme Matrisleri ve Durum Vektörleri

