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Ozet. Isimsal aktarim, mikroskobik atom fizigini yildizlarin ortaya gikan tayflari ve renkleriyle iliskilendirir. Bu
makale, Saha-Boltzmann denklemlerinin, gri atmosfer modelinin ve Eddington yaklasiminin kendi kendine yeterli
analitik bir tiiretimini sunar ve her sonucun hangi varsayimlar altinda gegerli oldugunu vurgular. Ozgiil siddetin
agisal momentleriyle baslayarak ortalama siddet, aki ve 151n1m basinci arasindaki bagimntilar tiiretiyoruz. Boltzmann
uyarilma formiili istatistik agirliklardan ve boliistim fonksiyonundan elde edilir; ardindan Saha iyonlasma denkle-
mi, ayn1 denge sayma argiimani serbest elektronlarin siirekli faz uzayina uygulanarak tiiretilir. Sonucu sabit elektron
basincinda hidrojene uyguluyor ve Balmer sogurmasinin neden A-tipi yildiz sicakliklar: civarinda en giiclii oldugu-
nu gosteriyoruz. Daha sonra aktarim denklemini, optik derinligi, bicimsel ¢6ztimii, diizlem-paralel bir atmosfer i¢in
moment denklemlerini, gri 1isnimsal-denge ¢6ztimiinii ve Eddington sicaklik yasasini tiiretiyoruz. Ek ttiretimler katki
fonksiyonlarini, Eddington—Barbier bagintisini, difiizyon taginimini ve optik derinlik ile gaz basinci arasindaki iliskiyi
agikliga kavusturur. Coztimli sayisal 6rnekler ve gozlemsel sinamalar, klasik gri atmosferin hem kullanishiligint hem
de smurliliklarimni gosterir.

Anahtar Kelimeler: 1sinimsal aktarim; yildiz atmosferleri; Saha denklemi; Boltzmann uyarilmasi; gri atmosfer; Ed-

dington yaklasimi1

1. Giris

Bir yildizin goriiniir ytizeyi maddesel bir sinir degil-
dir. Bu yiizey, fotonlarin daha fazla etkilesmeden kag-
ma olasiliginin bir mertebesinde oldugu bélgedir. Bu
nedenle bir gozlemciye ulasan tayf, sonlu bir optik-
derinlik aralig1 boyunca sicaklik, yogunluk, iyonlasma
dengesi, opaklik ve hizin yerel olmayan bir tanilayici-
sidir. Yildiz atmosferlerinin analitik kurami, bu ifadeyi
nicel héle getirmek icin gelistirilmistir. Klasik bilesen-
leri Kirchhoff'un 1s1l yayim yasasi, Planck’in 1iginim ya-
sas1, baglh diizeylerin Boltzmann dagilimi, Saha'nin 1s1l
iyonlagma kurami ve Schwarzschild, Eddington, Milne
ve Chandrasekhar tarafindan gelistirilen 1s1n1msal akta-
rimin moment betimlemesidir [1, 2,4, 6, 5, 7].

Temel fiziksel giigliik, 151m1m alaninin yonlii olmasi-
dir. Maxwell-Boltzmann dagiliminin genellikle izotro-
pik oldugu yerel termodinamik dengedeki bir gazin ak-
sine, bir atmosferde fotonlar tercihen disar1 dogru akar.
Yerel madde termodinamik dengeye yakin olabilir; bu
durumda yayma ve sogurma 6zellikleri bir sicaklik ta-
rafindan belirlenir, ancak 1s1nim alaninin kendisi genel
olarak bir karacisim alami degildir. Dolayisiyla 6zgiil
siddet I, merkezi niceliktir: birim alan, zaman, frekans
ve kat1 ac1 bagina enerjiyi 6lcer ve yon bilgisini korur.
Acisal momentleri ortalama siddeti J,, 1sinimsal akiy1
F, ve 1s1nim basincini P, tanimlar.

Bu makalenin ilk yaris1 gazin termodinamik duru-
muyla ilgilidir. Boltzmann denklemi bagh atomik dii-
zeylerin goreli popiilasyonlarimi belirler. Saha denkle-
mi, ayni istatistik-mekanik manti$1 serbest-elektron du-
rumlarinin siireklisine uygulayarak ardisik iyonlasma
basamaklarinin oranini belirler. Bunlarin birlesimi tayf-
sal siniflandirmay1 aciklar: giiglii bir ¢izgi, hem ilgili
iyonun kayda deger bollugunu hem de gegisin alt dii-

zeyinde kayda deger bir popiilasyonu gerektirir. Orne-
gin hidrojen Balmer ¢izgileri soguk yildizlarda zayaftir,
cunkii az sayida atom n = 2 diizeyini isgal eder; si-
cak yildizlarda da zayiftir, ¢tinkii hidrojen iyonlasmis-
tir. T ~ 9500-10500 K civarindaki maksimum gtigleri,
uyarilma ile iyonlasma arasimndaki rekabetten dogal ola-
rak dogar [11, 12].

Ikinci yar1 1isimimin kagistyla ilgilidir. Bir 1smn boyun-
ca aktarim denklemi soniim ile yayimi dengeler. Optik-
derinlik koordinatlarinda yazildiginda, optik derinli-
gin bir foton sagkalim degiskeni olarak anlamini agi-
ga ¢ikaran bicimsel bir integral ¢6ziimii kabul eder.
Diizlem-paralel bir atmosferde aktarim denklemi ac1
iizerinden integre edilerek moment denklemleri iireti-
lebilir. Gri opaklik, 1sinimsal denge ve Eddington ka-
panist K = J/3 ile bu moment denklemleri klasik gri
sicaklik yapisin verir:

T4(7) = %Tjﬂ (T + ;) . (1)

Bu sonug¢ hem dikkate deger 6lgiide kullanigh hem de
derinden yaklasiksaldir. Standart fotosfer kosulu 7 =
2/3 degerini verir, basit bir kenar kararmasi yasasi 6n-
goriir ve yildiz-yapist sinur kosullari icin ilk analitik at-
mosferi saglar. Bununla birlikte gercek yildiz atmosfer-
leri gri degildir, frekansa bagimhdir, bir¢ok katman-
da konvektiftir ve ¢ogu kez yerel termodinamik den-
geden sapmalardan etkilenir. Modern atmosfer kodla-
11 frekans ve aciya bagiml aktarim problemini sayisal
olarak ¢ozer [8, 15]; ancak analitik gri ¢oziim, bu hesap-
lamalarin anlagilmasini saglayan kavramsal omurga ol-
maya devam eder.
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2. Fiziksel ve Matematiksel Cerceve

Tanim 1 (Ozgiil siddet). Tekrenkli 6zgiil siddet
I,(z, 7, t), 7 yoni etrafindaki d() kati agis1, dv frekans
aralig1 ve df zamani i¢inde yonlendirilmis bir dA alan
elemanindan gegen enerjinin

dE, = I, cos 0 dA dt dv dQ, (2)

olacag1 bicimde tanimlanir; burada 0, 7 ile yiizey nor-
mali arasindaki agidur.

Boyutlar
[I,] = ergs tem 2Hz ‘s (3)

seklindedir. $iddetin tanimlayic1 6zelligi boslukta ge-
ometrik degismezliktir: Oklid uzayinda, sogurma ve-
ya yayim yoksa, I, bir 151n boyunca sabittir. Akinin ge-
ometrik seyrelmesi siddetteki bir azalmadan degil, kay-
nagin kapladigr kat1 aginin kiigtilmesinden kaynakla-
nir.

Tercihli diisey dogrultusu olan bir atmosfer icin

p = cos0. (4)
yazalim. Sifirinc, birinci ve ikinci agisal momentler

=~ [ 1,da )

v = 4n v 7
H, = ! I, dQ 6
v I iy ’ ( )

1

K, = In ‘UQIV dQ. ()

ile tarumlanir. Karsilik gelen fiziksel aki ve 1s1n1m basin-
c

F, = / ul, dQ = 4nH,, (8)
1 4
Py =< / u2l, dQ = T”KV. (9)

seklindedir. Istnim enerji yogunlugu

1 4m
y=— [ I,dQ =—],. 1
" c/ c] (10)

olur.

Not 1. ], ag1 ortalamali 1s1n1msal enerji yogunlugunu,
H, net tasinim1 ve K;,, momentum akisinin normal bile-
senini dlger. Izotropik bir 151nim alaninda F, = 0 olur,
ancak basing sifir degildir.

[zotropik bir alan I, = I, o igin dogrudan integrasyon

IV = IV,O/ (11)
H, =0, (12)
Lo 9 Lo
K, = — Q=—. 1
=32 [weaa= (13)

sonucunu verir. Dolayisiyla izotropik 1s1mim igin

P, =% (14)

yluzey | N

daha derin katmanlar |
dz =dscos6 = uds

Sekil 1. Diizlem-paralel bir tabakada 1s1n geometrisi. Diisey
koordinat z katmanlara normaldir; s ise 151n boyunca uzaklig:
Olger. Yon kosintisti y = cos 0 oldugundan dz = pds olur.

olur. Eddington yaklasimi, K, =~ [, /3 koyarak bu tam
izotropik bagntiy1 hafif anizotropik 1s1nima genisletir.

Karacisim siddeti Planck fonksiyonudur:

3 v -1
B,(T) = 2?; [exp (Z_T) - 1] . (15)

Frekans integrali

B(T) :/ B, dv = 2T4, (16)
0 n

olur; burada o Stefan-Boltzmann sabitidir. Termodina-
mik dengede I, = B,, ], = B, olur ve bir sicaklik grad-
yanu kiiresel dengeyi bozmadikga net aki bulunmaz.
Isimim sabiti a, izotropik karacisim enerji yogunlugu-
nun frekans tizerinden integre edilmesiyle tanimlanir:

4
lrad = T”B(T) =aT4, (17)
boylece
40
=, 18
= (18)

Karsilik gelen denge 151mim basinci
Praq = %aT“. (19)

olur. P.,q Giines fotosferinde gaz basinciyla karsilasti-
rildiginda kiigiik olsa da biiyiik kiitleli yildizlarda, y1-
gilma disklerinde ve 1sinim-baskin zarflarda dinamik
acgidan 6nemli hale gelir [6, 13].

3. Istatistik Agirliklardan Boltzmann Uya-
rilmasi

T sicakliginda yerel termodinamik dengede bulunan
tek bir tiire ait atomlar1 veya iyonlar ele alalim. i diize-
yinin temel durumdan 6l¢iilen uyarilma enerjisi €; ve
dejenereligi, ya da istatistik agirligi, ¢; olsun. Kanonik
toplulukta enerjisi €; olan belirli bir kuantum durumu-
nun isgal olasili1 exp(—€;/kT) ile orantilidir. i diizeyi
gi durum icerdiginden, diizey popiilasyonu

i giexp (o) (20)
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ile orantilidir. Iyonlagma basamaginin tiim bagh diizey-
leri tizerinden normalizasyon, boliistim fonksiyonunu

verir: c
u(r) = Z giexp (o5 ). (21)
n, iyonlasma basamagindaki toplam say1 yogunlugu
ise
n= Z ;. (22)
i

olur. (20)—(22) denklemlerinin birlestirilmesi

% = % exp (—kG—,}) . (23)

sonucunu verir. Ayni iyonun iki diizeyi i ve j i¢in
& [ €€ ]
— = —exp |- .
ni i ¢ kT
Not 2. Denklem (23), uyarilmanin dejenerelik ile Boltz-
mann bastirilmas: arasindaki rekabet tarafindan denet-
lendigini soyler. Yiiksek diizeyler biiyiik istatistik agir-

liklara sahip olabilir; ancak €; > kT ise popiilasyonlari
kiigtik kalir.

Hidrojen-benzeri bagl diizeyler igin

(24)

gn =2n?, (25)
ve temel duruma gore uyarilma enerjisi
1
€n = 13.598 eV (1 - ﬁ) : (26)
seklindedir. Dolayisiyla n = 2 diizeyi

€3 =10.199¢V. (27)

enerjisindedir. N6tr hidrojen boliisiim fonksiyonunu te-
mel diizey katkisiyla, Uy ~ g1 = 2, yaklagtirmak

~ —exp T (28)

no 8 B 10.199eV
nyo 2 '

sonucunu verir. T = 9500 K icin kT = 0.818 eV ve dola-
yistyla

:—2 ~ 4exp(—12.47) = 1.54 X 1077 (29)
HO

Notr atomlarin yalnizca ¢ok kiigiik bir kesri n = 2 dii-
zeyini isgal eder; ancak bu kesir daha soguk yildizlar-

dakinden ¢ok daha biiytiktiir.

Boltzmann formiiliintin gegerliligine iliskin yararl
bir tani, carpismali ve 1s1n1msal gegis hizlarinin karsilas-
tirilmasidir. Bir alt diizey [ ve tist diizey u igin LTE, yu-
kar1 ve asag stireglerin yerel carpigsmalar veya Planckei
bir 1s1nim alani tarafindan baskin kilinmasini gerektirir.
Atom basma ¢arpismali uyarilma giderme hizi

Cu = neﬂul(T)/ (30)

seklinde yazilabilir; burada g, bir carpismali hiz katsa-
yisidir. C,; ile kendiliginden gegis hiz1 A,; esitlenerek
kaba bir kritik yogunluk elde edilir:

Aul

Nerit = ———. 31
’ qlll(T) ( )

ne 3> Ny 0ldugunda, carpismalar diizeyleri yerel kine-
tik sicakliga giiclii bicimde baglar. n, < 1, oldugun-
da ise diizey poptilasyonlari yerel olmayan 1s1nim alani
tarafindan denetlenir ve Boltzmann orani gegerli olmak
zorunda degildir. Bu basit karsilastirma, LTE'nin derin
fotosferik katmanlarda neden ¢ogu kez yeterli oldugu-
nu; buna karsilik kromosferlerde, riizgarlarda ve bulut-
sularda neden basarisiz oldugunu agiklar.

4. Siirekli Durumlardan Saha Iyonlagmasi

Saha denklemi ¢ogu kez bagimsiz bir sonug olarak ve-
rilir; ancak tist “diizeyin” iyon art1 serbest elektron du-
rumlarinin stireklisi oldugu bir Boltzmann denklemi
olarak tiiretildiginde en saydam bigimini alir. Iyonlas-
ma basamag; r ile bir sonraki basamak 7 + 1 ele alinsin:

X = X" te. (32)

Xr, r basamaginin temel durumundan iyonlagma ener-
jisi olsun. Momentumu p ile p + d3p arasinda olan bir
serbest elektronun kinetik enerjisi

P

- 2m,

2

€p (33)
olur. Faz uzayinda birim hacim basina tek parcacikli
oteleme durumlarinin sayist
d3p d3x
—n (34)
seklindedir. Birim hacim basina, elektron spin dejene-
religi 2 dahil edildiginde, d*p igindeki elektron durum
yogunlugu
2d3p
h3 -

(35)

olur.

Birlesik iyon-arti-elektron siireklisinin istatistik agir-
I1g1, iyonik i¢ bolistim fonksiyonu U, ile serbest-
elektron durum sayisinin ¢arpimidir. Bolistim fonksi-
yonu U, olan alt iyonlagsma basamagina gore diferansi-
yel popiilasyon orani bu nedenle

dnyye _

Uy 2d3p Xrt pz/(2me‘)
n, U, k3 - kT - (36)

Tiim momentumlar tizerinden integrasyon

Nyy1Me — 2ur+1 ex (_ﬁ)i ex _ p2 d3
, u, SP\UTkT) W P\ 2mkr ) ¢ P

(37)

sonucunu verir. U¢ boyutlu Gauss integrali carpanlari-
na ayrilir:

p? ® p? ’
— 3 — — X
_/ <P ( 2mekT) dp [[w P ( 2mng) dpx}

= (2mm kT)*/? . (38)

Bunun (37) igine konulmasi Saha iyonlasma denklemi-
ni verir:

/2
Nyy1Me _ 2ur+1(T) 27'[1’}1ng ’ Xr
n,  UNT) h2 Xp( kT)' (39)
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Not 3. 2(2rem kT /h?)?/? carpam keyfi degildir. Spin da-
hil, erisilebilir serbest-elektron kuantum durumlarimin
151l yogunlugudur. Ustel terim iyonlagma enerjisini ce-
zalandirirken, T/2 arpami siireklilik faz uzayi sicaklik-
la biiytidigii icin iyonlagmay1 destekler.

Ay ifade elektron 1s1l de Broglie dalga boyu

h
= 40
‘ (2rtm kT)1/2 (40)
ile yazilabilir; bu da
r 2U, - r
Breifle :llrne = —lil:l A7% exp (_l)c(_T) . (41)

sonucunu verir. Bu bi¢cim Saha ¢arpaninin kuantum ko-
kenini 6zellikle agik hale getirir. /\f niceligi, bir 1s1l elekt-
ron dalga paketinin kapladig: karakteristik hacimdir.
Klasik, dejenere olmayan istatistikler

neAd < 1. (42)

kosulunu gerektirir. Siradan yildiz fotosferlerinde bu
kosul iyi saglanir. Elektron dejenereliginin kimyasal po-
tansiyeli degistirdigi ve basit Saha denkleminin Fermi-
Dirac istatistiklerini igeren bir hal denklemiyle degisti-
rilmesi gereken yogun beyaz ctice ig bolgelerinde ise bo-
zulur [7, 14].

Hidrojen icin U, = 1 ve Uy = 2 alinsin. Bu durum-
da 2U, /Uy orani yaklasik bir olur; ancak acik elektron-
spin garpanini

/2
2nm kT 3 u, XH
12 ) Us eXp( kT)' (43)

bigiminde tutmak yaygindir. Iyonlagsma dengesi

Oy(T) = 2(

npne _
= Oy(T), (44)
nyo

seklindedir; burada g = 13.598 eV.

Hidrojen tek elektron vericisi ise ve ny = nyo +n, ise,

iyonlagma kesrini ,
p

olarak tanimlayalim. Sabit elektron basincinda
P, = n kT, (46)
oldugundan
n
y _ ™ _%u@ _ kT ou(T) (47)
1- y ngo e P,
Boylece
. _ A(T; P,)
WT:P) = T, (48)
burada
3/2
. _ kT _(2mm kT 3 u, XH
A(T: P = 5 2( = ) 0 eXp( kT). (49)

Balmer sogurmasiyla ilgili alt-diizey popiilasyonu
yaklasik olarak

_10.199ev). (50)

Mo _ _ &
el Gl Oly e eXp( T

seklindedir. Bu ifade Balmer maksimumunu sezgisel ki-
lar: Boltzmann ¢arpamni T ile artarken, notr kesir 1 —y T
ile azalir.

5. Isinimsal Aktarim Denklemi

1y birim hacim, frekans, zaman ve kat1 a¢1 basina yayim
katsayisy; x, ise birim uzunluk basina séniim katsayisi
olsun. Bir 1s1n koordinati s boyunca, ds tizerindeki sid-
det degisimi

dl, = —xvI, ds + 1, ds. (51)

olur. ds ile bolmek aktarim denklemini verir:

dr,
— ==x, L +n. 52
& - okt (52)
Kaynak fonksiyonunu
My
Sy =—. 53
= (53)

olarak tanimlayalim. O halde

dr,
— = —x (I, = S,). 4
=t (1= S,) (54)

Isin boyunca optik-derinlik artimi
dt, = x, ds. (55)

seklindedir. 7, foton yayilma yoniine zit yonde artiyor-
sa, disa dogru aktarim denklemi yaygin olarak

dl,
=1,-5,, 56
M (56)
bi¢iminde yazilir; burada 7, ice dogru artan diisey optik
derinliktir.

Yiizeyde disa ¢ikan 1s1nim igin bigimsel ¢oziim, (56)
denklemi exp(—1, /) integral carpani ile carpilarak bu-
lunur. y > 0igin

-7 SV ) —1,/u
3 (e e ] = -200enin. - (s7)

7, = 0 ile oo arasinda integre edip derin katkinin s6-
niimlendigini varsayarsak

L,(0,p) = i /0 wsv(t)e—f/# dt. (58)

elde edilir. Daha genel olarak, 7; ve 75 optik derinlikleri
arasinda

Iy(11, 1) = L(ta, p)e~2m/k

+£ / S (e t-Edr. (59)

T1
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|
—u=02
i —u=05|]
4 —u=1.0
=
=, I
0 ! ! I !
0 1 2 3 4 5

Sekil 2. Cikan 1ginlar icin katki cekirdekleri Wy(t) =
p~ exp(—t/u). Kiigiik p degerli kenar 1ginlar1 siddetlerinin go-
gunu ¢ok s1g optik derinliklerden alirken, disk-merkezi 151n-
lar1 daha derin katmanlar: 6rnekler.

Not 4. Denklem (58), u agisindaki ¢ikan siddetin kay-
nak fonksiyonunu t ~ u optik-derinlik araliginda 6r-
nekledigini soyler. Kenara yakin, u kiigiik oldugunda,
gozlemci daha s1g ve daha soguk katmanlar: goriir; ke-
nar kararmasinin kékeni budur.

(58) denklemindeki tistel, normalize bir katk: ¢ekir-
degi tanimlar:

Wi(t) = ie-w, (60)

¢linkii
/o Wy (t)dt = 1. (61)

Bu cekirdegin birinci momenti

/ ootWH(t)dt = 1. (62)
0

olur. Dolayistyla bir 1s1nin en giiclii bicimde 6rnekledi-
gi optik derinlik tiim yonler icin tam olarak birlik de-
gil, u mertebesindedir. Kaynak fonksiyonu yerel olarak
dogrusal ise,

Su(t) =a, +byt, (63)

bigcimsel ¢6ztim

IV(O, [J) =day + bvlvl
=S,(ty = ). (64)

sonucunu verir. Denklem (64) Eddington-Barbier ba-
gintisidir. S, tam olarak dogrusal oldugunda ayr1 bir
yaklasim degildir; aksine bu kaynak fonksiyonu igin ak-
tarim integralinin tam degerlendirilmesidir. Gergek at-
mosferlerde stireklilik 151n1mi i¢in mitkemmel bir yerel
pratik kuraldir.

Yerel termodinamik dengede, Kirchhoff yasasi ger-
¢ek sogurma ve 1s1l yaymm igin

Sy = By(T) (65)
verir. Esevreli izotropik sacilma ile

Sy =01 -e€y)]y +€,By, (66)

olur; burada €, foton yok edilme olasiligidir. Asagida
tlretilen gri atmosfer, 151nimsal dengede (65) denkle-
minin frekansla integre edilmis bi¢imini varsayar.

6. Diizlem-Paralel Moment Denklemleri

Diizlem-paralel geometride tiim ortalama nicelikler
yalnizca diisey optik derinlige baghdir. z disa dogru
artsin ve 7, ice dogru artsin:

dt, = —x, dz. (67)
dz = pds kullanildiginda aktarim denklemi

a,
”(%v a

I, = S,. (68)

olur. (68) denklemini kat1 ag1 tizerinden integre edip
4r’ye bolerek sifirinci agisal momenti alalim:

1AL, 1
S, izotropik ise
oH,
5o =l =S (70)

elde edilir. Simdi (68) denklemini yu ile ¢arpip integre
edelim ve 4m’ye bolelim:

1 2L 1
4n/y S0 = 4n/y(1v S,)dQ.  (71)

f pudQ = 0 oldugundan kaynak terimi yok olur ve

JK,
? =H Ve ( 72)
bulunur.

Frekansla integre edilmis gri aktarim igin

] = /O'oo]v dv, (73)
H:/o H, dv, (74)
K :A K, dv. (75)

tanimlansin. Gri yaklasim, optik derinligi tanimlamak
i¢in kullanilan opakligin frekanstan bagimsiz oldugu-
nu varsayar:

Xy — X. (76)
Moment denklemleri

dH
— =] - 77
=], (77)
dK
— =H. 7
Ir (78)

haline gelir.
Isinimsal denge, maddenin 1s1nmim yoluyla net enerji
kazanmamasimn ve kaybetmemesini gerektirir:

-/0 Xv(Jy = Sy)dv =0. (79)
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Gri durumda bu

J=5S. (80)
bicimine indirgenir. Dolayisiyla (77)
dH
T 0, (81)

verir; yani aki derinlikle sabittir. Toplam ¢ikan aki etkin
sicakligr tanimlar:

F =4nH = oT. (82)

Boylece
H oL 83
= T (59)
Ayni moment denklemleri optik olarak kalin sinirda
diftizyon yaklasimin verir. Siddet neredeyse izotropik
oldugunda, basat acisal bagimlilig:

I(t, u) = J(t) + 3uH(7). (84)

olarak yazalim. Bu bi¢im, anizotropinin birinci merte-
besine kadar | ve H momentlerini yeniden tiretir. Ya-
vas degisen bir Planck kaynagini aktarim denklemine
koymak

1dB
H=~_-—.
3dt (85)
sonucunu verir. dT = —kpdz ve B = ¢T*/n oldugun-
dan fiziksel aki
16073 dT
F = dnp = - 209 4T (86)
3xp dz
olur. a = 40/c kullanildiginda bu esdeger olarak
4acT?® dT
=— —. 7
3xp dz (87)

seklindedir. Eksi isareti, 1s1mimsal enerjinin sicaklik
gradyani boyunca asag1 yonde aktigini gosterir.

7. Eddington Yaklasimi ve Gri Sicaklik Ya-
sasl1

Moment hiyerarsisi kapali degildir; ¢linkii (78) hem K
hem de H igerir. Eddington yaklagim

1

varsayimiyla hiyerarsiyi kapatir. Isinimsal denge | = S
verdiginden ve LTE 1s1l yayim

o
=B=—-T*
S T, (89)
oldugundan
K=1%74 (90)
S 3n

elde ederiz. (78) denkleminden,

dK _ 0T

e I (91)

Integrasyon
K(t)=Ht +C. (92)

verir. Integrasyon sabiti Eddington sinr koguluyla be-
lirlenir. Yiizeyde iceri gelen 1s1nim olmadig1 varsayulir:

I0,u)=0 for u<O. (93)
Disa ¢ikan 1simim, zayif anizotropik bicimde
J(0) = 2H(0). (94)

saglanacak sekilde yaklagtirilir. K(0) = J(0)/3 kullanil-
diginda

K(0) = %H (95)
olur. Dolayisiyla
2
K(t)=H (T + g) . (96)
(90), (83) ve (96) birlestirildiginde
lo 4 _ OTeZ% 2
3nT T (T+3)’ ©7)
40y _ S 2
T'(1) = ST} (r+ 3). (98)

elde edilir. Esdeger olarak,

e=lil+3) ©9)

Onerme 1 (Gri fotosfer). Eddington gri atmosferinde, ye-
rel sicakli1 etkin sicaklia esit olan katman optik derinlik

2

T = - (100)

degerindedir.

Kamt. (98) denkleminde T(7) = Teg koyun. O zaman
3 2

1—Z(T+§), (101)

dolayisiyla
2=z, 102
T+ 3-3 (102)
ve buradan t = 2/3 bulunur. |

Bu nedenle fotosfer = 0 ytizeyi degildir. Ortaya ¢1-
kan akry1 temsil eden fotonlarin ka¢tig1 derinliktir. Gri
olmayan bir atmosferde optik derinlik frekansa bagim-
Iidir; dolayistyla farkl dalga boylarinin farkl fotosfer-
leri vardar.

Eddington ¢arpan ¢ogu kez

K(7)
f(@) OF
olarak yazilir. (88) kapanist f = 1/3 varsayimidir. Bu-
nunla birlikte tamamen disa dogru bir demetin {ist si-
nirinda K/J bire yaklasabilir; tam izotropik bir alanda
ise tam olarak 1/3 olur. Bu nedenle gri ¢6ziim, fotonla-
rin tek tarafli kagisini taklit etmeyi amaclayan bir yiizey
sinir kosulu ile derin, diftizyon-benzeri bir agisal kapa-
nis1 birlestirir. Bu hibrit nitelik, hem onun bir 6lgekleme
yasasi olarak basarisini hem de smirli nicel dogrulugu-
nu agiklar.

(103)
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1 2
o
=
~
0
ﬁ 0.5 -
=
0 *—¢o ¢ 1 1 1
0.6 0.8 1 1.2 1.4
T (K) -10*

Sekil 3. Sabit elektron basinci P, = 102 dyn cm™2 icin, Uy ~ 2
ve U, = 1 ile Saha denkleminden hidrojen iyonlagsma kesri.
Hizl gecis, xu/kT ye tistel duyarlilig1 yansitir.

T(7)/Test

Sekil 4. Eddington gri atmosferinin sicaklik yapisi. Yerel s1-
caklik 7 = 2/3 degerinde T degerine esittir; bu da klasik
fotosferik optik derinligi gerekgelendirir.

8. Ortaya Cikan Siddet ve Kenar Kararmasi

Bigimsel ¢oziim (58), gri atmosferde analitik olarak de-
gerlendirilebilir. S = B = | ve | = 3K oldugundan, (96)
ve (80) denklemleri

S(1) = J(r) = 3H (T + 2) . (104)
3
sonucunu verir. Bunun (58) i¢ine konulmasi
1 [ 2
I == H(t+=)et/tat. 1
©, 1) u/o 3 (t+3)e dt (105)
verir. Gerekli integraller
/ e”t/tdt =y, (106)
0
/ te”t/tdt = u?, (107)
0
seklindedir. Dolayisiyla
_3H[ 4, 2 ]
I(O/”)_ H I:tu +3Au
2
- 3H (H + g) . (108)

1 — Eddington yasas1 x
m nitel Glines-benzeri noktalar
= 08 ] T -
= L
=
~ 0.6 I
|
0.4 B
T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

u=cos0

Sekil 5. Eddington kenar kararmas: yasast I(¢)/I(1) = (2 +
3u)/5. Kirmizi noktalar, gercek dalga boyuna bagimli kenar
kararmasinin egilim bakimindan benzer oldugunu, ancak gri
dogrusal yasa tarafindan tam olarak betimlenmedigini goste-
ren aciklayici Giines-benzeri degerlerdir.

Disk merkezinde u = 1 igin

5
1(0,1) = 3H (g) — 5H. (109)
Boylece Eddington kenar kararmasi yasast
I +2/3 2+3
) _p+2/3 _2+3u (110)

I(1)  1+2/3 5
olur.

Not 5. Denklem (110), u cinsinden dogrusaldir.
1(0)/I(1) = 0.4 6ngoriir; oysa Giines kenar kararma-
st dalga boyuna giiclii bicimde baghdir ve tam olarak
dogrusal degildir. Nitel egilim dogrudur: kenara yakin
1sinlar daha kiictik optik derinliklerden ve dolayisiyla
daha soguk katmanlardan kagar.

Gozlenebilir aki, ortaya ¢ikan siddetin dis yarikiire
tizerinden integre edilmesiyle yeniden elde edilir:

1
F= 271/ 1(0, p)p dp. (111)
0
(108) kullanilarak
1
2
— 2, 2
F—GRH/O (y +3y)dy
1 1
- 6nH (§ + 5) — 47H. (112)

Dolayisiyla kenar kararmasi yasasi, Tog tanuminda kul-
lanilan aki normalizasyonuyla tutarlidir. Bu denetim
onemlidir: yildiz yarigap: veya 6tegezegen gecisi galis-
malarmda kullanilan ampirik bir kenar kararmas: uyu-
mu, ylizey parlaklig1 yasasi olarak yorumlanacaksa top-
lam akiy1 korumalidir.

9. Coziimlii Sayisal Uygulamalar

9.1. Sabit elektron basincinda hidrojen iyonlagsmasi
cgs birimlerini kullanalim. Sunlar alinsin:

me =9.109 x 10728 g, (113)
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0 T T T T T
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T (K) 104

Sekil 6. (50) denkleminden yaklasik Balmer alt-diizey popii-
lasyonu; Sekil 3 ile ayru sabit elektron basmai igin 10° ile &1-
ceklenmistir. 104 K civarindaki maksimum, uyarilma ile iyon-
lagsma arasindaki rekabeti yansitir ve A-tipi yildizlarin giicli
Balmer ¢izgilerini agiklar.

k=1.381x10""%ergK™, (114)
h =6.626 x 10727 ergss, (115)
Xu = 13.598eV = 2.179 x 10" erg. (116)

Elektron-durum ¢arpani

2mm,k o 15 . -3 1,—3/2
2 e =4.83X 1077 cm™ K™/°. (117)
olur. U, /Uy = 1/2 ile etkin hidrojen carpani yaklasik
olarak

5

Oy(T) =2.42 x 1055T3/2 exp (—M) em™3.

(118)

seklindedir. Bunun yerine agik ifade (43) korunursa,

Uy igin aymi konvansiyon tutarl: bigcimde kullanilmali-
dir. P, = 10% dyn cm™2 degerinde

P 104K ,
Ne = — = 7.24x 10" (OT) cm™®, (119)

kT

olur. T = 10* K igin, Sekil 3 konvansiyonu kullanildigin-
da,

_ kTdy

A ~0.93, (120)
P,
0.93
= >~ 4 . 121
Y= 15003 " 048 (121)

Boylece hidrojen kabaca yar1 iyonlasmustir. T = 9000 K
icin

y =~0.11, (122)
iken, T = 11000 K i¢in

y =~ 0.83. (123)

olur. Gegis, exp(—x/kT) tistel terimi nedeniyle dardur.

9.2. Balmer cizgisi siddet maksimumu

n = 2 popiilasyonu i¢in Saha iyonlagmasini Boltzmann
uyarilmasiyla birlestirelim:

(124)

o 1.1837 x 10°
—“=(1-yM ).
- (1-y) eXp( T )

T = 9500 K i¢in Sekil 3 y =~ 0.262 verir; dolayisiyla

12 0.738 x 4 exp(~12.46)
ny
=1.14x107°. (125)
T =10500 K icin
12 _ 0311 x 4exp(=11.27)
ny
=1.58 x 107°. (126)

Daha yiiksek sicakliklarda iyonlagma baskin gelir. Or-
negin T = 12000 K icin
na

—Z ~7.2x1078.

o (127)

Bu basitlestirilmis sabit-basin¢ hesabinda maksimum
10* K civarindadir; ayrintili yildiz atmosferleri gozle-
nen Balmer maksimumunu AQ tayf tipine, yaklasik
9500 K degerine yakin yerlestirir; ¢linkii basing, opak-
ik, ¢izgi genislemesi ve derinlige bagli olusum basit
kestirimi degistirir.

9.3. Gri atmosfer sicakliklar:

Giines igin
Tero = BTT2K. (128)
alalim. Yiizeyde 7 = 0 i¢in
1 1/4
T(0) = Tee 5)
= 0.841 Tog ~ 4850 K. (129)
T = 2/3 degerinde
T =Ty =57T2K. (130)
olur. T = 10 i¢in
T(1 2 3 1 21 K
(10)=5772 |2 (10+ 7]
=9.69 x 10° K. (131)

Gri model bu nedenle fotosferin altinda dik bir artis 6n-
goriir; ancak konveksiyon, gri olmayan opaklik ve di-
fiizyon fizigi 6nemli hale geldiginden sinirsiz bicimde
disdegerlenmemelidir.

9.4. Bir Giines fotosferik basing dlcegi

Optik-derinlik koordinat: hidrostatik dengeyle gaz ba-
sincina baglanabilir. Ince diizlem-paralel bir katmanda

dP

= =-pg, (132)
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ve gri optik derinlik

dt = —xpdz, (133)
saglar; burada « kiitle séniim katsayisidir. Tki denkle-
min birlestirilmesi

P _g

Epial (134)

verir. g ve « fotosferik katman boyunca yaklasik sabitse
ve P(0) ihmal edilirse,

P(r) ~ &°. (135)
K
olur. Giines 6rnegi icin
9o = 2.74 x 10" cms~2, (136)
x =0.20cm?g ™. (137)
alalim. Gri fotosferde t = 2/3 icin
Py = 9.1 x 10* dyncm™. (138)

olur. Ortalama molekiil agirlig1 u,, = 1.3 olan ideal gaz
varsayilirsa,

[JmmHP
= _ 139
T (139)
T =5772K ile bu
Pph = 2.5X 107" gem ™. (140)
verir. Kargilik gelen foton ortalama serbest yolu
(= ~2.0x 107 cm, (141)

KPph

yani yaklasik 200 km’dir. Bu say1, fotosferik sicaklik ve
yogunlugun degistigi diisey olgekle karsilastirilabilir
olup, yildiz yiizeyinin keskin degil genislemis oldugu-
nu gosterir.

Gaz basma 6lgek yiiksekligi

kT
Hp = ~1.3x 10" cm.

" fago e

seklindedir. Bir mertebesindeki optik derinlikte { ~ Hp
karsilastirmasi fotosferin yararh bir fiziksel yorumunu
verir: bir foton sogurulmadan veya sagilmadan &nce
makroskopik bir atmosfer 6l¢egi boyunca yol alir.

10. Genisletmeler ve Gozlemsel Sitnamalar
Gri atmosfer, giderek daha gercek¢i modeller dizisinin
ilk terimi olarak goriilmelidir. En dolaysiz genelleme
tekrenkli aktarimdir. Her frekansta

dt, = —x,pdz, (143)

tanimlanur; boylece yaklasik stireklilik olusum derinligi

2
=z (144)

Tablo 1. P, = 103 dyncm™2 degerinde hidrojen igin temsili
say1sal degerler.

T(K) y=mny/ng 10°ny/ny
8000 0.010 0.147
9000 0.109 0.684
9500 0.262 1.14
10000 0.481 1.49
10500 0.689 1.58
11000 0.832 1.42
12000 0.953 0.72

kosulunu saglar. x,, dalga boyuyla gti¢lii bicimde degis-
tiginden, (144) kosulu farkli frekanslarda farkli geomet-
rik yiikseklikler seger. Ornegin bir bagli-serbest kenar,
mordtesi fotosferi daha soguk maddeye dogru yukar:
tastyarak ¢ikan akida ani bir degisim {iretebilir.

D uzakhgmdaki ¢oziilemeyen kiiresel bir yildiz igin
gozlenen tekrenkli aki yiizey akisiyla

2
R
fv = (5) F,,
bagintilidir; burada R yildiz yaricapidir. Yiizey siddeti
p'niin fonksiyonu olarak biliniyorsa,

(145)

1
F, =2n / L0, p)p du. (146)
0
olur. (145) ve (146) denklemleri, paralaks ile birlestiril-
diginde agisal ¢ap ol¢timlerinin, tayfsal-fotometrik ka-
librasyonun ve yildiz yaricapi kestirimlerinin temelidir.
Yararli bir gozlemsel yap: parlaklik sicakligr Ty, (v)
olup
I, = By(Tp). (147)

ile ortiik olarak tanimlanur. Planck fonksiyonunun T,
i¢in ¢dziilmesi

3 71
Tb(v)=h7v ln(1+2h—v)} .

14

verir. LTE siireklilik bélgelerinde Eddington-Barbier
bagintisi, T, (v, u) niceliginin 7, =~ p diizeyindeki gaz
sicakligini yaklasik olarak ol¢tiigiinii ima eder. Bu ne-
denle Giines'in merkezden kenara gozlemleri, bir mo-
del atmosferdeki diisey sicaklik gradyaninin dogrudan
ampirik sinamasini saglar.

Tayf cizgileri ek bir tan1 katmaru saglar. Bir ¢izgi ya-
kinindaki toplam séniim

Ky = Ke + K10(V), (149)

seklinde yazilabilir; burada x. siireklilik opakligs, «; in-
tegre ¢izgi opaklig1 ve ¢(v) normalize bir profildir:

/ o(v)dv =1. (150)
0
Bir sogurma ¢izgisinin esdeger genisligi
WA:/(I— Fa )d/\. (151)
F/\,c
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ile verilir. Zayif ¢izgi sinirinda esdeger genislik, alt dii-
zeydeki sogurucularin stitun yogunlugu Nj ile orantili-
dir:

W) o« fluNl/ (152)

burada f, osilator siddetidir. Alt-diizey stitun yogun-
lugu bolluga, iyonlagsma kesrine ve Boltzmann uyaril-
masina baglidir. Bu nedenle bolluk analizi 1s51nimsal ak-
tarima ek olarak yukarida tiiretilen Saha-Boltzmann
carpanlarmi gerektirir.

Kenar kararmas: giiniimiizde ortiilmeli ¢ift yildizlar,
optik girisimol¢iim, mikromerceklenme kostik gecisle-
ri ve dtegezegen gegisleriyle cok duyarl bicimde sinan-
maktadir. Yaygin bir ampirik yasa dogrusal bi¢imdir:

I(w)
I(1)

burada u, dalga boyuna bagimlidir. Eddington yasasi
(110) bu gosterimde

=1 —ua(1 - p), (153)

uy = = (154)

5
degerine karsilik gelir. Gergek degerler dalga boyu, s1-
caklik, kiitlecekim ve metallilige gore degisir; (154) de-
gerinden sapmalar1 gri olmayan opakligin ve dogrusal
olmayan kaynak fonksiyonlarmin dogrudan kanitidur.

Atmosferik genisleme, basing olgek yiiksekligi yildiz
yarigapiyla karsilastirildiginda ihmal edilemez olmadi-
ginda onem kazanir. Kiiresel simetride aktarim denkle-
mi bir agisal-adveksiyon terimi igerir:

al,

Hor T

1-— 2
i ol =-xu(l, = Sy).
Iy

(155)

Yerel olgek yiiksekligi r’den ¢ok kiigiik oldugunda eg-
rilik terimleri ihmal edilebilir ve diizlem-paralel denk-
lem yeniden elde edilir. Genislemis devlerde, {istdev-
lerde, novalarda ve genisleyen riizgarlarda kiiresel ak-
tarim gereklidir.

Son olarak, LTE-dis1 modelleme Saha—-Boltzmann po-
piilasyonlarini istatistiksel-denge denklemleriyle degis-
tirir. i diizeyi igin

Z niPji = n; Z Pij,

j#L jEL

(156)

burada P;; 1sinimsal ve carpigmali hizlari igerir. Bu
denklemler aktarim denklemiyle baghdir; ¢linkii 1s1-
nimsal hizlar 1s1mim alanina, opaklik ve yayim giicii ise
diizey popiilasyonlarina baghdir. Ayrintili denge tiim
hizlar yerel sicaklikta Boltzmann ve Saha oranlarini
tiretmeye zorladiginda klasik LTE denklemleri yeniden
elde edilir.

11. Tartisma

Yukaridaki tiiretimler bir yaklagim hiyerarsisine daya-
nir. Boltzmann ve Saha denklemleri, maddesel parca-
ciklar arasinda termodinamik dengeyi ya da en azin-
dan yerel termodinamik dengeyi gerektirir. Carpigsma-
lar, Maxwellci elektron hizlarini ve yerel bir sicaklikla

10

karakterize edilen diizey popiilasyonlarini kuracak ka-
dar sik olmalidir. Sicak yildizlarin seyrek iist atmosfer-
lerinde, gezegenimsi bulutsularda, kromosferlerde ve
stipernova atiklarinda isinimsal hizlar ¢arpismali hizla-
ra baskin gelebilir. Bu durumda diizey popiilasyonlar:
(23) ve (39) yerine istatistiksel-denge denklemlerinden
bulunmalidir [8, 15].

Boliisiim fonksiyonu da dikkat gerektirir. Bagh du-
rumlar {izerinden saf bir hidrojen-benzeri toplam irak-
sar; ¢iinkii ¢, = 2n? sirsiz biiyiirken diizey ener-
jileri stireklilige yaklasir. Gergek plazmalarda yiiksek
diizeyler elektrik mikroalanlari, basing iyonlasmasi ve
sonlu-yogunluk etkileriyle ¢6ziiniir. Bu nedenle pratik
hal denklemleri isgal olasiliklar: veya acik kesmeler kul-
lanir. Basit Balmer 6rnegi icin Uy =~ 2 yaklasimi yeter-
lidir; ¢tinkii ilgili sicakliklarda nétr boliisiim fonksiyo-
nuna temel durum baskindir.

Gri atmosfer frekanstan bagimsiz opaklik varsayar.
Gercek yildiz opakliklar giiglii bigcimde gri degildir:
bagli-serbest kenarlar, serbest-serbest sogurma, H~
opaklig1, molekiiler bantlar ve milyonlarca tayf ¢izgisi
dalga boyuna bagimli olusum derinlikleri tiretir. Gii-
nes’in gorunir stirekliligi biiytik 6l¢tide H™ opaklig:
tarafindan bigimlendirilirken, metal ¢izgi Grtmesi ve
bagli-serbest opaklik biiyiik oldugundan mordtesi 151-
nim daha soguk katmanlarda daha yiiksekte olusur. So-
nug olarak renk sicakligi, parlaklik sicaklig: ve etkin si-
caklik arasindaki iligki tek bir gri optik derinlikle yaka-
lanamaz.

Eddington kaparus1 K = J/3 yalnizca izotropik bir
1sinim alani i¢in tamdir. Optik olarak kalin bir atmosfe-
rin derinlerinde bu, diftizyonla gerekgelendirilir: 151nim
alani neredeyse izotropiktir ve akiy tagiyan kiictik bir
anizotropik diizeltme vardir. Yiizeye yakin alanda alan
gliclii bicimde tek tarafli héle gelir ve kapanis yaklasik-
sal olur. J(0) = 2H(0) sinur kosulu da benzer bigimde
yaklasiksaldir. Daha dogru gri ¢oztimler Hopf fonksi-
yonu ¢(7) tanimlar:

3
T4(7) = ZTC‘; [T + q(T)] . (157)
Eddington ¢oziimii igin
2
a0 == (158)

Tam gri 1simsal-denge ¢oziimleri derinlige bagh bir
q(7) verir; temsili degerler yaklasik olarak

q(0) = 0.577 (159)

ile
g(o0) = 0.710. (160)
arasinda degisir. Eddington degeri 0.667 bu nedenle ak-

tarmm kuraminin bir teoremi degil, yararlh bir ortalama-
dir.

Gozlenen Giines kenar kararmasi ayni noktay1 goste-
rir. Eddington yasas1 (110), u’ye basit dogrusal bagim-
Iilik ve disk-merkezi siddetinin 0.4 kat1 olan dalga bo-
yundan bagimsiz bir kenar siddeti 6ngoriir. Gergek Gii-
nes kenar kararmasi mavide daha giiglii, kizil6tesinde
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daha zayiftir; polinom, logaritmik, karekok veya dort-
parametreli yasalarla daha iyi temsil edilir. Fiziksel ne-
den gri tiiretimin yakaladig1 nedendir: egik isinlar daha
kiictik optik derinliklerden kacar ve sicaklik disa dogru
azalir. Nicel yasa degisir; ¢tinkii kaynak fonksiyonu op-
tik derinlikte tam dogrusal degildir ve tekrenkli opak-
lik farkl: yiikseklikleri seger.

Bu sinirlamalara ragmen analitik gri atmosfer vazge-
¢ilmez olmaya devam eder. Tog degerinin dis sinirla de-
gil, neden bir mertebesindeki optik derinlikle iliskilen-
dirildigini agiklar. Bir¢ok yildiz-yapisi hesabi igin dis
smir kosulunu saglar [13]. Ayrica yildizlarin derin ig-
lerinde kullanilan diftizyon yaklagimini agikliga kavus-
turur. Optik olarak kalin sinirda, (9), (14) ve aktarim
denklemine birinci mertebe anizotropik diizeltmenin
birlestirilmesi sicaklik gradyani boyunca asag1 yonde-
ki 1s1nimsal akiy: verir:

_4acT®dT
3kp dz’

= (161)
burada a = 40/c 151im sabiti ve xp = x olur. Bu ifade
1s1nimsal enerji tasiniminin yildiz-yapisi bigimidir.

Modern yildiz-atmosfer modelleri klasik kuramin
her unsurunu genellestirir. Bir¢ok frekansta aktarimi
¢ozer; sacilmayi, cizgi drtmesini, konveksiyonu, kiire-
sel genislemeyi, riizgarlari, manyetik alanlar1 ve LTE-
dist hiz denklemlerini igerir. Bununla birlikte sayisal
¢iktilar1 burada tiiretilen ayn1 kavramlarla yorumla-
nir: siddet momentleri, kaynak fonksiyonlari, optik-
derinlik yiizeyleri, uyarilma ve iyonlasma dengeleri ve
ortaya ¢ikan 1s1numin agisal yapist.

12. Sonug

Saha-Boltzmann denklemlerini ve Eddington gri at-
mosferini istatistiksel ve 1simnimsal temellerinden tiret-
tik. Boltzmann formiilii, bagh diizeylerin istatistik agir-
lik ve uyarilma enerjisiyle kanonik agirliklandirilma-
sindan dogar. Saha denklemi, iyonlagsmay stireklilige
uyarilma olarak ele alip serbest-elektron faz-uzay: yo-
gunlugunu integre ederek elde edilir ve karakteristik
2(2mm, kT /h?)3/? arpanimu {iretir. Sabit elektron basin-
cnda hidrojene uygulandiginda, bu denklemler Bal-
mer sogurmasinin 10* K civarinda en bityiik oldugunu
gosterir; ¢linkii n = 2 diizeyine uyarilma sicaklikla ar-
tarken notr kesir azalir.

Aktarim denklemi, séniim ile yayim arasimndaki ye-
rel rekabeti ifade eder. Bigimsel ¢oziimii, ortaya ¢i-
kan 1sinimmin p mertebesindeki optik derinlikleri or-
nekledigini gosterir ve dogrudan siireklilik olusumu-
nun Eddington-Barbier yorumuna gotiiriir. Diizlem-
paralel gri atmosferde agisal momentleri almak ve 1s1-
nimsal dengeyi dayatmak sabit aki verir. Eddington ka-
panisi ve smir kosuluyla

Tt =371

= {Ti(T +2/3), (162)

fotosferik kosul 2/3 ve kenar kararmasi yasasi
I(w)/I(1) = (2 + 3u)/5 elde edilir. Bu sonuglar yakla-
siksaldir ancak fiziksel olarak saydamdir. Gri olmayan
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opaklik, sagilma, LTE-dis1 popiilasyonlar, kiiresel ge-
nisleme ve gercekgi ytizey sinir kosullari sayisal 6ngo-
riilerini degistirir; yine de analitik yap1 yildiz-atmosfer
kuraminin temelini olusturur.

A. Secilmis Sonuglar i¢in Ayrintili Cebir

Bu ek, kisa tiiretimlerde ¢ogu kez atlanan cebirsel adim-
lar1 toplar.
[lk olarak, Saha denkleminde kullanilan Gauss integ-

rali tek boyutlu bir integralin karesinden elde edilir.
Soyle tanimlayalim:

Ga) = / e ™ dx,  a>0. (163)
O halde
G*(a) =/ / e*”(XQWQ)dxdy
= Qn/ re= dr = = (164)
0 a
Dolayisiyla
Gla)= (= v 165
@=(=) " (165)
1
a= M kT (166)
ile ti¢ boyutlu integral
G3(a) = (2rnm kT)3/2. (167)
olur.

Ikinci olarak, Eddington yiizey smr kosulu basit
bir yarikiire yaklasimiyla gerekgelendirilebilir. Yiizey-
de ortaya ¢tkan siddetin dis yarikiire tizerinde sabit ve
i¢ yarikiire tizerinde sifir oldugunu varsayalim:

Iy, 0< U< 1,
100, ) = 168
(0,4) %I;gy<& (168)
O zaman
1! Io
J(0) = 5/0 Iodp = bX (169)
1! Iy
HO) =5 [ utaau=2. (170)
0
Dolayisiyla
J(0) = 2H(0). (171)

Sabit disa ¢ikan siddet varsayimi kabadir; ancak orta-
ya ¢ikan baginti, ylizey alaninin izotropik olmaktan ¢ok
yaklasik yarikiiresel oldugu gercegini yakalar.

Ugtincii olarak, gri kenar kararmasi yasasmin aki ko-
runumu dogrudan normalizasyonundan ¢ikar.

2+

3u
5 4

I(w) = 1(1) (172)
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ile aki

1243
1::27'[1(1)‘/0 %yd‘u

1 1
= 2rl(1) [/ 2udp +/ 3u? dlu}
5 0 0

_ 2nI(1) (1+1)= 4711(1). (173)
5 5
(109) I(1) = 5H verdiginden bu
F = 4nH, (174)

olur; H taniminin gerektirdigi gibi.

Son olarak, gri sicaklik yasas1 siitun-kiitle bigiminde
yazilabilir. z yiiksekliginin tizerindeki siitun kiitlesini

m(z) = / p(z")dz’. (175)
z
ile tanimlayalim. Sabit gri opaklik i¢in
T = Km. (176)
olur. Bunun (98) igine konulmast
2
T4(m) = gT;;f (KWI + §) . (177)

verir. Bu bigim, sabit kiitlecekimle hidrostatik dengenin

P =gm. (178)
verdigi yildiz-zarf1 integrasyonlarinda yararhdir. (176)
ve (178) denklemlerinin birlestirilmesi

p=%,

- (179)

sonucunu, sayisal fotosfer 6rneginde kullanilan basing-
optik-derinlik bagintisini, yeniden verir.
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