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Ozet. Hidrostatik y1ldiz yapisi, astrofizikteki en basit gayritrivial siir-deger problemidir: kiitlegekim 6zkiitlegekim-
li bir gaz1 ¢okertmeye calisirken, basing gradyanlar: onu destekler. Bu makale, Newtoncu kurami yerel momentum
korunumundan hidrostatik ve kiitle-stirekliligi denklemlerine kadar gelistirir, merkezi basing kestirimlerini tiiretir
ve gazdan olusan bir yildiz igin uygun bigimiyle skaler virial teoremini kanitlar. Ardindan virial teoremi, Kelvin-
Helmholtz zamanini ve karakteristik Giines sicakligini kestirmek igin kullanilir. Daha sonra politropik hal denklem-
leri, P = K p“l/ ", tanitilir ve Lane-Emden denklemi eksiksiz bir boyutsuzlagtirma ile tiiretilir. # = 0, 1, 5 i¢in analitik
¢ozlimleri, merkezi seri ¢6ztimii, kiiresel integral 6zdeslikleri ve astrofiziksel bakimdan 6nemlin = 1.5 ven = 3
durumlari i¢in sayisal sabitler sunulur. Sabit K icin kiitlenin yaricaptan bagimsiz oldugu istisnai # = 3 durumu
vurgulanarak kiitle-yaricap bagintisi tiiretilir. Uygulamalar, tamamen konvektif yildizlari, rélativistik olmayan ve r6-
lativistik beyaz ciiceleri ve Eddington standart modelini icerir. Inceleme, her matematiksel sonucun fiziksel igerigini
ve klasik kuramin hangi varsayimlar altinda basarili oldugu ya da basarisizliga ugradigini vurgular.
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1. Giris

Yildiz i¢ yapilar: kurami, aldatici bigimde basit bir goz-
lemle baslar: normal bir yildiz uzun émiirliidiir, ¢tinkii
ortalama olarak her kiitle eleman: neredeyse durgun-
dur. Kiitlegekim, yersel 6lceklerde muazzamdir; buna
karsm Giines tiirii bir yi1ldiz ne dinamik zamani iginde
coker ne de uzaya serbestce genisler. I¢ basinci, her kii-
resel kabuk tizerindeki net kuvvet neredeyse sifir olana
kadar ayarlanir. Bu mekanik dengeye hidrostatik denge
denir. Kiitlenin korunumu, bir hal denklemi ve enerji ta-
sinimi ile tiretimine iliskin denklemlerle birlikte, y1ldiz
yapist kuraminin belkemigini olusturur [3, 4, 5, 11, 12].

Tarihsel olarak, hidrostatik denge ve virial teoremi
on dokuzuncu ytizyilda Glines’i anlama girisimlerinin
merkezinde zaten yer aliyordu. Kelvin ve Helmholtz,
Giines 1siirhgimin kiitlecekimsel biiziilme ile saglana-
bilecegini 6ne siirdiiler. Enerji sorununu nihayetinde
niikleer flizyon ¢6zmiis olsa da, Kelvin-Helmholtz ar-
glimani temel 6nemini korur: bir yildizin dogal kiitle-
cekimsel enerji dlgegini ortaya koyar ve anakol 6ncesi
yildizlarin hidrojen tutusmasmdan 6nce neden parladi-
g1 agiklar. Virial teoremi ise 6zkiitlecekimli ideal bir
gazin negatif 1s1 kapasitesine sahip oldugu yoniindeki
dikkat ¢ekici sonucu verir: enerji kaybetmek onu daha
sicak hale getirir. Sezgiye aykir1 bu olgu, yildiz olusu-
munun, yildiz biiztilmesinin ve y1ldiz sistemlerinde ge-
kirdek ¢okmesinin temelinde yatar [8].

Hidrostatik modellerin 6zellikle saydam bir sinifi po-
litroplar tarafindan saglanir,

P zKp1+1/I’l’ (1)

burada K ve n sabitlerdir. Politropik modeller yalniz-
ca matematiksel oyuncaklar degildir. Gaz konvektif ve
neredeyse adyabatik oldugunda, beyaz cticelerde deje-
nerasyon basinci baskin oldugunda ve 1stnim basinc ile

homolog yap1 Eddington standart modeline yol agtigin-
da ortaya cikarlar. Ilgili Lane-Emden denklemi, Lane
ve Emden’in klasik ¢alismalarinda tanitilmigtir [1, 2]
ve astrofizikte kanonik dogrusal olmayan simir-deger
problemlerinden biri olmay1 stirdiiriir.

Bu makalenin amaci, bu fikirlerin eksiksiz bir tiireti-
mini ileri diizey lisans 6grencileri, lisanstistii 6grenciler
ve 0zlii fakat saglam bir basvuru kaynag isteyen aras-
tirmacilar i¢in uygun bir diizeyde sunmaktir. Siirekli
ortam momentum korunumundan basliyor, hidrosta-
tik dengeyi ve kiitle stirekliligini tiiretiyor, merkezi ba-
singlar1 kestiriyor ve ardindan virial teoremini dogru-
dan hidrostatik denklemden kanitliyoruz. Daha sonra
analitik ¢ozlimler, merkezi agilimlar, sayisal sabitler ve
kiitle-yaricap 6lceklenmeleri dahil olmak tizere Lane—
Emden formalizmini gelistiriyoruz. n = 1.5 ven = 3du-
rumlarina 6zel énem verilir; ¢linkii bunlar sirasiyla ta-
mamen konvektif yildizlara ve rolativistik olmayan de-
jenere nesnelere, ayrica 1sinim baskin ya da rolativistik
olarak dejenere konfigiirasyonlara karsilik gelir.

2. Fiziksel ve Matematiksel Cerceve

Kiiresel simetri altinda, yalitilmis, donmeyen, manye-
tik olmayan, Newtoncu bir yildiz ele aliyoruz. Bagim-
s1z yaricap 1, yogunluk p(r), basing P(r) ve r igine ka-
lan kiitle m(r) olsun. Kiitlegekim potansiyeli ® Poisson
denklemini saglar,

V20 = 4nGp. (2)
Kiiresel simetride kiitlegekim ivmesi
_dd  Gmf(r)
g(?’) - E - 1,2 . (3)

bigimindedir. Isaret kurali, » disar1 dogru artarken kiit-
lecekimin igeri dogru yoneldigi seklindedir.
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P(r +dr)A

alan1 A ve kalinlig1 dr olan ince kabuk

Sekil 1. Ince bir kiiresel kiitle kabugu icin serbest cisim di-
yagramu. I¢ yiizdeki disa dogru basing kuvveti, dis yiizdeki
ice dogru basing kuvvetini —dP A kadar asar ve bu fark hid-
rostatik dengede kabugun agirlhigini dengeler.

Tanim 1 (Hidrostatik yildiz modeli). Hidrostatik y1l-
diz modeli, akiskan hizinin sifirlandigi, v = 0, ve ba-
sing gradyanlarinin 6zkiitlecekimi tam olarak dengele-
digi zamandan bagimsiz kiiresel bir ¢6ztimdiir.

Yiizey yarigap1 R su sekilde tanimlanir:
P(R)y=0,  m(R)=M, (4)
burada M toplam kiitledir. Ortalama yogunluk

. 3M
P=Inre ®)

bi¢imindedir. Diizenli bir merkez igin,

m(0) =0,

dP
5(0) =0, p(0) =pc <co.  (6)

3. Momentum Korunumundan Hidrostatik
Denge

Viskoz olmayan ozkiitlecekimli bir akiskan icin Euler
denklemi yerel momentum dengesidir:

dv
pa =-VP - pV9, (7)

burada maddesel tiirev
d_29
dt ot

bi¢imindedir. Statik bir yildiz i¢in v = 0 ve d/dt = 0
oldugundan (7) denklemi

+v-V. (8)

VP = —pVO. (9)

haline gelir. Radyal bileseni alip (3) kullanildiginda
P do

_ 4o __Gmnp(r)

- P 72 (10)

elde edilir. Bu, hidrostatik denge denklemidir.

Ayni sonug $Sekil 1'deki kabuk kuvvet dengesinden
de elde edilir. Kalinlig1 dr ve alani A olan bir kabugun
kiitlesi

dm = pAdr. (11)

olur. Net disa dogru basing kuvveti
Fp = P(r)A — P(r + dr)A. (12)
seklindedir. Birinci mertebeye kadar acilirsa,

dP

P(r+dr)=P(r) + Edr, (13)
dolayisiyla
dP
Fp=-A—dr. 14
P P (14)
Ice dogru kiitlegekim kuvveti
Gm(r)pAdr
Pg = _1’—2. (15)
bicimindedir. Statik denge Fp + F¢ = 0,
dpP GmpAdr
—AE r— 2 = 0, (16)

sonucunu verir ve buradan yine (10) elde edilir.

Kiitle siirekliligi denklemi, m(r) tanimindan gikar. in-
ce bir kabuktaki kiitle

dm = 4nr?p(r)dr, (17)

oldugundan

d

d—T = 4mr?p. (18)
elde edilir. (10) ve (18) denklemleri, bir hal denklemi
P(p,...) belirtildiginde kapali bir mekanik sistem olus-

turur.

Not 1. (10) denklemi, basincin disar1 dogru azalmasi
gerektigini soyler. m > 0 ve p > 0 oldugundan, 0 <
r < Ricin dP/dr < 0 olur. Béylece en biiyiik basing
merkezde gerceklesir.

(10) ve (18) birlestirildiginde P ya da p i¢in ikinci
mertebeden bir denklem elde edilir. (10)’den,
2
" _om. (19)
p dr
Tiirev alinip (18) yerine konursa,

d (r2dP
5 (Fa) = —47'(G7’2p. (20)

Bu, V- (p™'VP) = —4nGp denkleminin kiiresel bigimi-
dir.
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4. Merkezi Basing Kestirimleri ve Sinirlar

Merkezi basing igin yararli bir 6lgek dogrudan boyut
analizinden gelir. Hidrostatik denge

xR @
verir. p ~ M/R3 ile,
P. ~ GIQZP. (22)
Glines icin bu 6lgek
GM2  (6.6743 x 10711)(1.9885 x 10%0)?
RY (6.957 x 108)*
=1.13 X 10" Pa. (23)

Gergek Giines merkezi basinai yaklagik 2.5 X 10'¢ Pa
olup, Giines merkezi olarak yogunlasmis oldugundan
yaklasik 20 mertebesinde bir ¢carpan kadar daha biiytik-
thr.

Tam olarak diizgiin yogunluklu bir kiire igin,

3M

P=pP0= 1 Rs (24)
ve 4
T
m(r) = ?P0r3~ (25)
Hidrostatik denge
dP dm
-3 Gpgr. (26)

haline gelir. P(R) = 0 olan yiizeyden r’ye kadar integre
edilirse,

R
P(r):/ 4?T(Gpgr’dr’

= 2GR - 1) @)

Dolayisiyla merkezi basing
2
P. = gcpgRQ. (28)

olur. (24)'nin yerine konmasi

3 GM?
Pc—g RT

(29)
sonucunu verir.

Onerme 1 (Merkezi basing alt kestirimi). Kiitlesi M ve
yarigapt R olan ézkiitlecekimli bir yildiz icin asgari merkez?
basing 6lgegi, diizgiin yogunluk degerinin mertebesindedir:

3 GM?
8m R4

P2 (30)
Fiziksel neden basittir: eger kiitle diizgiin bir kiireye
gore daha merkezi yogunlasmaissa, tistteki basincin des-
teklenmesi gereken i¢ y1ldiz bolgelerinde kiitlecekim iv-
mesi daha biiytiktiir. Bu nedenle merkezi yogunlasma,

P, degerini diizgiin modelin tizerine ¢ikarir. (30) denk-
lemi, keyfi patolojik yogunluk dagilimlari igin kesin bir
teoremden ziyade saglam bir astrofiziksel alt kestirim
olarak anlasilmalidir.

Giines i¢in (29),

3 GM2

min __

= =1.35 x 10™ Pa. 31
c,© 87T Ré a ( )

sonucunu verir. Bu deger atmosfer basmcini dokuz
mertebe asar ve yildiz i¢lerinin dogalar1 geregi yiiksek
basingli ortamlar oldugunu gosterir.

5. Virial Teoremi

Virial teoremi, i¢ 1s1l enerjiyi kiitlecekimsel baglanma
enerjisine baglar. Hidrostatik dengeden baglayalim:

dp Gmp
T (32)
4mr3 dr ile garpalim:
P
4nr3((11—rdr = _GTm dmr?pdr. (33)
dm = 4nr?p dr kullanilirsa,
dpP Gm
3dl . Lm
4dnr P dr . dm. (34)
Merkezden ytizeye kadar integre edilirse,
R M
/ 4L gy = —/ S im. (35)
0 dr 0 r
Sag taraf kiitlecekimsel potansiyel enerjidir,
M
Q=- / S ym. (36)
o T

Sol tarafi kismi integrasyonla integre edelim:

R R
dp
/ 4nr35dr = [4nr3P]§ —/ 12nr?Pdr.  (37)
0 0

r =0dar3P — 0 ve P(R) = 0 oldugundan,

[47r*P] 5 = 0. (38)
Bu nedenle <
—3/ 4mr?Pdr = Q. (39)
0
Esdeger olarak,
3/PdV+Q:O. (40)

Tek atomlu ideal gaz icin,

B pkT

p ,
sy

(41)
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ve 1s1l kinetik enerji yogunlugu
3
u= §P . (42)

olur. Toplam 1s1l enerji

K=/udV=;/PdV. (43)

bigimindedir. (40) igine yerine koyma
2K+Q=0. (44)
sonucunu verir. Boylece

K:—g, E:K+Q:9:—K. (45)
2 2
Not 2. Bagh bir ideal-gaz yildizinin toplam enerjisi E
negatiftir. Yildiz enerji 151d1ginda, E daha negatif hale
gelir; dolayisiyla K = —E artar. Ozkiitlecekimli ideal bir
gaz enerji kaybettikge 1sinur.

Kiitlecekimsel enerji

GM?
Q=-a R (46)

seklinde yazilabilir; burada a yogunluk profiline bagli-
dir. Diizgiin bir kiire igin,

a= g (47)

Birgok yildiz modelinde a birlik mertebesindedir.

6. Kelvin—-Helmholtz Zamani ve Ortalama
Giines Sicaklig1

Istnirlig1 L olan bir yildiz yavasca kiitlecekimsel ener-
ji kaybederek i1sima yapiyorsa, karakteristik Kelvin-
Helmholtz zamar

|[E| GM?
tkn I RL (48)
olur. Daha kesin olarak, (45) kullanildiginda,
19 aGM?
|E|—2—2R. (49)
Boylece
aGM?
tka = SRL (50)

Glines i¢in, /2 ¢arpani olmadan geleneksel birlik mer-
tebesi kestirimi alinirsa,

GM2

RoLo

_ (6.6743 x 10711)(1.9885 x 1030)2

T (6.957 x 108)(3.828 x 1026)
=9.91x10"s=3.14x 107 yr. (51)

tkH0 ~

Bu, Giines'in jeolojik ve niikleer yasindan ¢ok daha ki-
sadir; dolayisiyla kiitlegekimsel biiziilmenin bugiinkii

0(&)

Sekil 2.n =0, 1, 1.5, 3,5 i¢cin Lane-Emden fonksiyonlar1. n =
0,1, 5 durumlari analitiktir; n = 1.5 ve n = 3 saysaldir. n = 5
modeli yalnizca £ — oo iken sifira yaklasir ve sonsuz yarigapa
fakat sonlu kiitleye sahiptir.

anakol Giineg'ini 4.6 x 10 yr boyunca besleyemeyece-
gini kanitlar.

Virial teoremi ortalama Giines sicakligini da kestirir.

Yildizin
M

N=—" 52
o (52)
parcacik icerdigini varsayalim; burada p ortalama mo-
lekiil agirhigidir. Kiitle-agirhikli ortalama sicaklik T su
sekilde tanimlansin:

K= %NkT. (53)

2K =|Q| kullanilarak,

2
3NKT = aGM . (54)
Dolayisiyla
- a GMumy
T = STIR (55)

Glines igin, u ~ 0.61 ile,

GMopmyu  (6.6743 x 10711)(1.9885 x 10°)(0.61)(1.6735 x 10727)

kRo (1.3807 x 10723)(6.957 X 108)
=1.41x10" K. (56)
Boylece B
To ~4.7%x10% K. (57)

a =~ 1 igin bu birka¢ milyon kelvindir; gercek Giines
merkezi sicakligi ise T, ~ 1.57 X 107 K degerindedir.
Fark, merkezi yogunlasmayi ve ortalama ile merkezi si-
cakliklar arasindaki ayrimi yansitir.

7. Politropik Hal Denklemleri

Tanim 2 (Politropik hal denklemi). Politropik bir gaz

1
y=1+4+—, (58)

P =Kp?, "

bagintisini saglar; burada K politropik sabit ve n polit-
ropik indekstir.
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Indeks n sikistirilabilirligi 6lger. Daha kiigiik 7, ba-  Sunu segelim:
sing ile yogunluk arasinda daha kati bir baginti verir.
Onemli durumlar sunlart igerir: o (n+DK 151
= Pe (72)
4nG
n=0, p = constant, (59)
n=15, y=5/3, (60) ~ Boylece (68),
=3, =4/3. 61
n y =4/ (61) ii(g%) . 73)
n = 1.5 degeri, adyabatik konveksiyondaki tek atomlu &2 de dé
ideal gaz1 ve ayrica rolativistik olmayan tamamen deje- L ) y
nere elektron gazini betimler. n = 3 degeri ise 151um bigimine indirgenir. Egdeger olarak,
basinci baskin Eddington modelini ve ultra-rolativistik 420 40
dejenere elektron gazini betimler. -4 2d9 +0" = 0. 74
’ i TR FT: 7
Bir politrop icin hidrostatik denge ve kiitle siirekliligi
d (2 d Diizenli merkez smnir kosullar1
— (——Kp“l/”) = —4nGr?p. (62)
dr\pdr 60)=1,  0'(0)=0. (75)
haline gelir. Lane-Emden déniistimiiniin amaci boyut- . . L )
lar1 ortadan kaldirmak ve bunu yalnizca n’ye bagh ev- seklindedir. Yildiz ytizeyi ilk sifirdadir:
rensel bir denkleme indirgemektir. (1) =0, R =a&,. (76)

8. Lane-Emden Denkleminin Tiiretilmesi

Boyutsuz degiskenleri tamitalim:

p(r) = pc0™(S), (63)
ve
r=aé. (64)
O haélde basing
P =Kplt/mont, (65)
olur. Tirev alalim:
@ _ 1+1/1’l n@
i Kp. " ""(n+1)0 P
= (n+ DKpY"peb" . (66)
p = p:0" oldugundan,
1dpP 1/ndO
—— = 1K —. 7

Bunu (20) igine yerlestirirsek,

i1 d (g@

(n +1)Kp, P dr) = —-4nGp0". (68)

Simdi r = a& alalim; boylece

d 1d
Ayrica,
doe do
246 _ 0dU
P aé& & (70)
Dolayistyla

li(ﬂ@)zéii(g@) (71)

Not 3. Lane-Emden denklemi evrenseldir: sabit bir n
i¢in tiim boyutlu modeller yalnizca 6lgek carpanlar a,
pc ve K bakimindan farklilik gosterir.

Kiitle (18)’den elde edilir:
m(r) = 47'(/ r?p(r’)dr’
0
&
= 4na3pc/ &Pomde’. (77)
0

(73) kullanilirsa,

4

G (£%0") = —&%0". (78)

0’dan &£’ye kadar integre edilirse,

3
/ gPoenae’ = &9 (79)
0
Dolayisiyla
m(&) = 4na’p. [-£20/(8)] . (80)
Toplam kiitle
M = 4na’pewy, (81)
burada
wn = —E70'(&1). (82)

Ortalama yogunluk

_ 3M @
P=1 1 =3Pc5—g- (83)
olur. Bu nedenle
3
%: 32 . (84)
n
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9. Analitik Lane-Emden Coziimleri

n = 0igin (74) denklemi

L d opn_
g&(é 0') = -1. (85)
haline gelir. &2 ile carpip integre edersek,
53
£20" = -5+ C. (86)

Diizenlilik C = 0 gerektirir; dolayisiyla
0 =-2. (87)

6(0) = 1 ile ikinci bir integrasyon

2
0=1- ‘% (88)

sonucunu verir. {1k sifir
& = Ve. (89)

seklindedir. Kiitle sabiti
wo = —&26/(&,) = 2. (90)

olur.
n = 1 i¢in Lane-Emden denklemi lineerdir:

6”+§9’+9:0. (91)
Sunu alalim:
u=:£&0. (92)
O halde
u”+ u=0. (93)
Diizenli ¢oziim
u =siné, (94)
oldugundan
sin &
6= 95
; (95)
Kokte bu, 0(0) = 1 limit degeri olarak anlagilir. Tk sifir
él =T, (96)
ve
w1 = TL. (97)
olur.

n = 5 i¢in, yerine koyarak

9\ —1/2
0= (1 + %) (98)

ifadesinin Lane-Emden denklemini sagladig1 dogrula-
nabilir. Tiirev alma

9\ —3/2
9':—%(“%) . (99)

sonucunu verir. 0 sonlu bir sifira sahip olmamakla bir-
likte,

lim 6 =0, (100)
kiitle sonludur; ¢linkii
Jim [-£%07] = V3. (101)

Dolayisiylan = 5 politropu sonsuz yarigapa fakat sonlu
kiitleye sahiptir.

10. Merkez Yakininda Seri A¢ilim1

Sayisal integrasyon, goriiniirde tekil olan 26’/& terimi
nedeniyle tam olarak & = 0’dan baslatilamaz. Diizenli-
lik bir kuvvet serisiyle uygulanir:

0(8) = 1+ a8 + as&* + a6E% + -+ . (102)
Buna gore
0’ = 2a5& +4a,E3 + 6agE° +- -+, (103)
ve
0" = 2a; + 12a4E? + 30agE* + -+ . (104)
(74) icindeki tiirev terimleri
2
0” + EQ’ = 6ag + 20042 + 420684 + -+ - . (105)
verir. Dogrusal olmayan terimi agalim:
0" = (1+ax&? +as&* +---)"
-1
=1+nas&% + |nay + n(n2 )ag 4oL (106)
(74) icinde kuvvetler esitlenirse,
6az+1=0, (107)
dolayisiyla
1
ag = —6. (108)
&2 mertebesinde,
20a4 + nas =0, (109)
buradan "
as = HO (110)
&% mertebesinde,
-1
42a6 + nay + %aﬁ = 0. (111)
(108) ve (110) yerine kondugunda,
_ n(8n-5)
6= T 5120 (112)
Boylece diizenli merkezi agihm
& n&' n(8n-5)E°
=1-= 4= 279 L.
0 6 120 15120 (113)

olur.
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Tablo 1. Se¢gilmis Lane-Emden sabitleri. Burada &; ilk sifir, olup,
wp = —-&30'(&1) ve pe/p = &3 /(Bwn) seklindedir. 12
_|(m+DK (1-n)/(2n) (121)
p .
n &1 Wy pe/p 4nG
0 244949 4.89898  1.00 seklindedir. Dolayisiyla
1 3.14159 3.14159  3.29
1.5 3.65375 2.71406 5.99 (n+ 1K 2 )
3 6.89685 201824 54.18 R=¢& W} N 2)
5 00 1.73205 0
Benzer bicimde,
/2
(7’1 + 1)K 3 3— 2
M = e, | == pla=mi@m) (123)
pc ortadan kaldirilsin. (122)’den,
1/2
(-m/en) _ R | 4G
=— | —= 124
pC 51 (7’1 + 1)K ] ( )
(3 — n)/(1 — n) kuvvetine ytikseltilirse,
(3-n)/(1-n)
pemien _ | R (—4”G )1/2 (125)
5 =
Sekil 3. n = 1.5 ve n = 3 i¢in normalize yogunluk profilleri. ¢1 \(m+1)K
n = 3 modeli kiitlenin ¢ok daha biiyiik bir boliim{iinii merke-
ze yakin yerlestirir; bu da biiytiik p./p degerini aciklar. (123) igine yerine koyma
. . . M=C Kﬂ/(ﬂ—l)R(?)—n)/(l—"), 126
11. Sayisal Politropik Sabitler " (126)
Buradaki en 6nemli iki analitik olmayan durum n = 1.5 sonucunu verir; burada
ve n = 3'tur. (113) ile baglatilan (74) denkleminin dog- _
: n+ 1107 gy em)
rudan sayisal integrasyonu Cy = 4nwy, [ G 1 . (127)
s
=15)=3. 114
£1(n = 1.5) = 3.65375, (114) Esdeger olarak,
w15 = 271406, (115)
R oc KMGmMO=m/G=m) (1 2 3), (128)
ve
=3) =6. 11 ..
£1(n = 3) = 6.89685, (116) Ozel n = 3 durumu dogrudan (123)’den ¢ikar. p. iis-
w3 = 2.01824. (117) st sifir oldugundan,
sonuglarin verir. (84) kullanilarak, 3/2
4K
&(n _ 5) B (365375)3 M = 47161)3 [E ’ n=23. (129)
o7 3(2.71406)
=5.99, (118) Dolayisiyla sabit K igin kiitle yaricaptan ve merkezi yo-
gunluktan bagimsizdir. Bu matematiksel olgu, rolati-
ve vistik olarak dejenere beyaz ciiceler i¢in Chandrasekhar
0 (6.80685)° sinir kiitlesinin kokenidir.
c .
—n=3)=>0—"—"= = 1.51¢in (128),
5 )= 3@01824) " icin (128)
= 54.18. (119) R o KM™/3, (130)
bulunur. Dolaylsayla? = 3modeli, n = 1.5 modelinden eya esdeger olarak
¢ok daha merkezi yogunlasmustir.
M o« K3R73. (131)

12. Kiitle-Yaricap Bagintisi

Boyutlu yaricap

R =a&,, (120)

haline gelir. Bu ters kiitle-yarigap bagintisi r6lativistik
olmayan beyaz ciicelerin ayirt edici 6zelligidir: kiitle ek-
lemek yildiz1 kiigtiltiir.
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| | | — ; 15:R O‘C M-1/3‘ Dolayisiyla -
n = 3: M = const. ailesi 14 = = ey 138
\ o referans R o« M 3 ( )
10° — ve
. 3
2 / n=-=. (139)
~ ’ 2
~ .7
7 Diigiik kiitleli anakol yildizlar1 ve anakol oncesi
e Hayashi-izi yildizlar1 bu nedenle ¢ogu kez n = 1.5 po-
10705 |- o | litroplariyla iyi temsil edilir. Gorece kiigiik merkezi yo-
R ‘ gunlagmalari,

| | | |
100 102 10%* 10%F
M /M

1079610704 10702

Sekil 4. Sabit politropik sabitte kiitle-yaricap 6l¢eklenmeleri.
n = 1.5 egrisi rolativistik olmayan dejenerasyon i¢in uygun-
dur. n = 3 durumu tekildir: sabit K igin kiitle sabitken yaricap
merkezi yogunlukla degisir.

13. Calisilmis Sayisal Uygulamalar

13.1. Giines hidrostatik 6l¢ekleri

(5) kullanilarak Giines ortalama yogunlugu

3Mo
4mRY
~3(1.9885 x 10%)
"~ 471(6.957 X 108)3

po =

=1.41x10% kgm™3. (132)
Serbest diisme ya da dinamik zaman
tayn ~ (Gp) 7. (133)
seklindedir. Glines icin,
-11 3y]71/2
tayne = [(6.6743 x 10711)(1.41 x 10°)]
=3.26 X 10° s. (134)

Bu yaklasik bir saattir ve Giines yasindan son derece ki-
sadir. Bu nedenle hidrostatik denge anakol evrimi icin
miikemmel bir yaklagimdir.

Giines bir n = 3 politropu ile yaklastirilsaydi, merke-
zi yogunlugu

pc = 54.18 pp = 7.64 X 10* kgm™>. (135)
olurdu. Bu, ayrintili Giines modeli degerlerine mertebe
bakimindan yakindir.

13.2. Tamamen konvektif yildizlar

Kimyasal olarak homojen bir konvektif bolgede tabaka-
lagsma neredeyse adyabatiktir:

Pp~7ad = constant. (136)
Tek atomlu ideal gaz icin,
5
Vad = 2 (137)

3"

Pc

B =599, (140)

etkin konvektif entropi karigimini yansutir.

13.3. Rolativistik olmayan beyaz ciiceler

Tamamen dejenere, rolativistik olmayan bir elektron ga-
zinin basinci

P = Knrp®/?, (141)
olup,
K = 2o (3m22s — L (142)
51, (Lemu)®/3

seklindedir. Bu bir n = 1.5 politropudur. Dolayisiyla

Roc M™Y/3, (143)

Fizik agiktir: M arttikca kiitlecekim artar; yildiz elekt-
ron gazini sikistirarak, Fermi momentumunu ve dejene-
rasyon basincin yiikselterek yanit verir. Destegi istnma
degil sikisma saglar; bu nedenle daha kiitleli rolativis-
tik olmayan bir beyaz ciice daha kiigtikttir.

13.4. Rolativistik dejenerasyon ve Chandrasekhar 61-
cegi

Ultra-rolativistik dejenere elektronlar igin,

P = Krp*/®, (144)

burada
_
(Lemu)i/3

Bu bir n = 3 politropudur. (129) denklemi bir smur kiit-
lesini ima eder:

h
Kg = Zc(z),n?)l/3 (145)

My, o K22G3/2, (146)

Tam bir inceleme

5.83

2
e

Mcy, =

Mo. (147)

sonucunu verir. Karbon-oksijen maddesi icin p, =~ 2
oldugundan,

Mcy =~ 1.46Mo. (148)

n = 3’teki politropik tekillik bu nedenle matematiksel
bir merak degildir; soguk elektron dejenerasyonunun
bir Newtoncu yildiz1 artik kararl kilamayacag1 smiri
isaret eder.
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1 I \ p
n=15:P«p>3 7
0.8+ n:3:Pocp4/3 /,// |
- - - izotermal referans 7
. 0.6 | = 101 | )
e 3
= 04| pr |
0.2} |
//// 100 | | | | | |
0 : : : : 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 litronik indek
olitropik indeks n
p/pe p P

Sekil 5. Normalize politropik hal denklemleri. n = 1.5 ba-
gintis1 n = 3 bagmtisindan daha katidir; bu nedenle n = 1.5
konfigtirasyonlar: daha az merkezi yogunlagmustr.

14. Tartisma

Yukarida gelistirilen kuram giicliidiir; ¢linkii 6zkiitle-
¢ekimin mekanik sonuglarimi yalitir. Hidrostatik den-
ge, (10), basincin mikroskobik kokenine hicbir gonder-
me icermez. Gaz basinci, 1s1num basinci, dejenerasyon
basingy, tiirbiilans basinci ve manyetik gerilmeler geril-
me yasast degistirilerek dahil edilebilir. Politropik yak-
lasim, basincin neredeyse sabit entropi ya da sabit bile-
sim altinda yogunlugun basit bir kuvveti olarak ifade
edilebildigi her durumda basarilidur.

Smirliliklar1 da aymi derecede 6nemlidir. Gergek
yildizlar tam politrop degildir. Bilesim gradyanlari-
na, iyonlasma bolgelerine, niikleer enerji kaynaklarma,
opakliga bagh 1smimsal tasinima, konveksiyona, don-
meye, manyetik alanlara ve kiitle kaybina sahiptirler.
Ornegin Giines, iginin biiyiik boliimiinde 1sinimsaldir
ve yalnizca dis zarfinda konvektiftir. Tek bir n = 3 po-
litropu merkezi yogunlagmasini diizgiin bir modelden
daha iyi yakalar; ancak ayrintili helioseismik Giines mo-
delleri gergek¢i mikrofizikle birlikte tam yildiz yapisi
denklemlerini gerektirir [10, 11].

Virial teoremi hidrostatik dengeden daha geneldir.
Tensor bigiminde ¢arpismasiz yildiz sistemlerine, mole-
kiiler bulutlara ve karanlik madde halelerine uygulanr
[8]. Yiizey basinci, dénme, manyetik alanlar ve zamana
bagli atalet (40) denklemine terimler ekler. Ornegin, ba-
singla sinirlanmig bir molekiiler bulut

3/PdV+Q=3PSV, (149)

bagintisini saglar; burada Ps dis ytizey basmncidir. D6-
nen bir yildiz ek bir pozitif donme kinetik enerjisi te-
rimine sahiptir; bu da sabit kiitle ve yaricapta gerekli
basing destegini azaltr.

n = 3 durumu 6zel vurgu gerektirir. Sabit K icin
kiitle bagimsizlig1 6lcek degismezliginden kaynaklanir:
y = 4/3 i¢in basing ve kiitlecekim homolog sikisma al-
tinda ayni sekilde 6lgeklenir. Istnim baskin biiytiik kiit-
leli yildizlarin marjinal dinamik kararlihiga yakin ol-
masinn ve rolativistik dejenerasyonun Chandrasekhar

Sekil 6. Merkezi yogunlasmanin politropik indeksle artisi.
Daha biiyiik # daha yumusak bir hal denklemine ve dolay:-
styla daha giiclii merkezi yogunlasmaya karsilik gelir.

kiitlesine yol agmasinin nedeni budur. Genel gérelilik,
ters beta bozunmasi, Coulomb diizeltmeleri ve sonlu-
sicaklik etkileri kesin siur kiitlesini degistirir; ancak
Newtoncu n = 3 politropu belirleyici fizigi tanimlar
[4,7].

n = 1.5 i¢in durum daha kararlidir. Hal denklemi
daha katidir, y = 5/3; dolayisiyla sikisma, basinct ho-
molog kiitlegekimin gerektirdiginden daha hizli artirir.
Bu ytizden tamamen konvektif yildizlar ve kahverengi
cliceler gorece genis yogunluk profillerine sahiptir; r6-
lativistik olmayan beyaz ciiceler ise saglam ters kiitle—
yaricap yasasin izler. Gozlenen beyaz ciice yaricaplari,
sonlu sicaklik, zarf bilesimi, kristallesme ve rolativistik
diizeltmelerin neden oldugu sapmalarla birlikte bu egi-
limi genel olarak dogrular.

Modern yildiz evrimi kodlar1 burada tiiretilen ayni
mekanik denklemleri ¢6zer; ancak bunlari niikleer re-
aksiyon aglari, opaklik tablolari, hal denklemleri, diftiz-
yon, konveksiyon regeteleri ve atmosfer siir kosullariy-
la baglar. Yine de politropik ¢oziimler vazgegilmez ol-
maya devam eder. Analitik denetimler, 6lceklenme ba-
gintilari, baslangic modelleri ve fiziksel sezgi saglarlar.
&1, wy ve pc/p gibi sabitlerine kompakt nesne kuramin-
da, yildiz pulsasyon kuraminda ve yildiz olusumu ca-
lismalarinda hala sikca rastlanir.

15. Sonug

Newtoncu momentum korunumundan baslayarak hid-
rostatik denklemi

dp Gmp

Fri (150)
ve kiitle-siirekliligi denklemini

dm

—— =4nr?p. 151

qr = At (151)

tiirettik. Bu denklemler GM?/R* mertebesinde merke-
zi basinglar gerektirir ve yildiz i¢lerinin neden asir1 yiik-
sek basingl sistemler oldugunu gosterir.
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Hidrostatik dengeyi 47tr? ile garpip integre ederek
skaler virial teoremini,

3/PdV+Q:0, (152)
ve tek atomlu ideal gaz igin
2K+Q=0. (153)

elde ettik. Bu, Kelvin—-Helmholtz zamanini, kiitlegekim-
sel sicaklik 6lgegini ve 6zkiitlecekimli gazin negatif 1s1
kapasitesini agiklar.

Politroplar icin, P = Kp'*'/", boyutsuzlagtirma
Lane-Emden denklemine gé&tiirdii:

(154)

burada 6(0) = 1 ve 6’(0) = 0’dir. Analitik n =0,1,5 du-
rumlar ve sayisal n = 1.5,3 durumlari, sikistirilabilir-
ligin merkezi yogunlagsmay1 nasil denetledigini ortaya
koyar. Sabitler

&1 =3.65375, w15 =2.71406 (155)
ve
&1 =6.89685, w3 =2.01824 (156)
strasiyla p./p = 5.99 ve 54.18 degerlerini verir.
Son olarak, kiitle-yaricap bagintisi
M o KM/ (=D RB-m)/(1-n) (157)

sabit K i¢in n = 1.5 yildizlarnin R o« M~/3 bagmtisina
uydugunu, n = 3 yildizlarinin ise yaricaptan bagimsiz
kiitleye sahip oldugunu gosterir. Bu iki durum, konvek-
tif y1ldizlarin, beyaz ciicelerin, 1s1nim baskin yildizlarin
ve Chandrasekhar kiitlesinin fiziginin temelinde yatar.
Bu nedenle klasik kuram yalmizca pedagojik degildir;
yildiz astrofiziginin biiyiik boliimiinii diizenleyen bas-
kin dengelerin 6zlii bir ifadesidir.
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