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Ozet. Beyaz ciiceler termal basingla degil, soguk, dejenere bir elektron gazinin kuantum basinciyla desteklenir. Bu ne-
denle maksimum kiitleleri, Pauli disarlama ilkesinin, 6zel goreliligin ve Newtoncu 6zkiitlegekimin en yalin makrosko-
pik sonuglarindan biridir. Bu makale, elektron dejenerasyon hal denkleminin ve Chandrasekhar kiitle sinirinin kendi
icinde biitiinliiklii bir tiiretimini sunar. Bir Fermi kiiresinde faz uzay1 sayimindan baslayarak Fermi momentumunu,
tam sifir-sicaklik basing integralini, bunun relativistik olmayan ve ultra-relativistik limitlerini ve Chandrasekhar’in
x = pr/(mec) relativite parametresi cinsinden kapali hal denklemini tiiretiyoruz. Daha sonra bu sonuglar: hidrostatik
denge ve Lane-Emden denklemi ile birlestiriyoruz. Relativistik olmayan n = 3/2 politropu beyaz ctice kiitle-yaricap
yasasint R «« M ~1/3 verirken, ultra-relativistik n = 3 politropu yarigaptan bagimsiz bir sinur kiitle verir. Lane-Emden
sabiti Ef| 0’(£1)| = 2.01824 kullarularak Mcy, = 5.83 p;2Mp, ya da pe = 2 olan karbon-oksijen maddesi icin 1.457Mg
elde edilir. Ayrica sayisal 6rnekleri, gézlemsel sinamalari, sonlu-sicaklik lgeklerini, kararlilik 6l¢titlerini ve fiziksel
dtizeltmeleri tartistyoruz.
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Dejenere Madde

1. Giris

Beyaz ciicelerin varhig, yildizlarin sicakligin dinamik
olarak ikincil oldugu bir dengeye ulasabilecegini goste-
rir. Sirius'un sontik bir yoldas: olarak kegfedilen ve da-
ha sonra sikisik ve sicak oldugu anlasilan Sirius B, er-
ken donemde bir paradoks ortaya koymustur: 1sitma-
st ve tayf1 yildizsal bir sicakliga isaret ederken, kiitle-
cekimsel kiitlesi ve kiiclik yaricapr karasal maddeden
bir¢ok mertebe daha yiiksek ortalama yogunluklar ge-
rektiriyordu. Coztim kuantum mekanikseldi. Fowler
[2], yogun yildiz maddesine Fermi-Dirac istatistigini
uygulayarak yeterince yiiksek yogunlukta bir elektron
gazinin dejenere hale geldigini ve sifir sicaklikta bile
basing uyguladigini gosterdi. Stoner [3] ve Chandra-
sekhar [4, 5] daha sonra 6zel goreliligi dahil ettiler ve
elektron dejenerasyon basincinin maddeyi kiitlecekime
kars1 destekleme yeteneginin sinirh oldugunu buldular.
Sonug, soguk karbon—oksijen beyaz ciiceleri igin 1.4Mg
mertebesinde bir maksimum kiitle olan Chandrasekhar
kiitlesidir. Standart ele aliglar [1, 6, 10, 11] i¢inde veril-
mistir.

Fizik olagantistii derecede saydamdir. Pauli digarla-
mast, 73 hacimli bir faz uzay hiicresinde her spin du-
rumu igin bir tane olmak tizere en fazla iki elektrona
izin verir. Bu nedenle sikistirma, elektronlar1 daha bii-
yilik momentumlu durumlara zorlar. Relativistik olma-
yan elektronlar icin kinetik enerji p?/(2m, ) olarak dlgek-

lenir ve basmng n; /3 olarak olgeklenir. Bu rejimde yil-
diz, n = 3/2 indisli bir politropla betimlenir ve yari-
cap M~!/3 olarak azalir. Daha da yiiksek yogunlukta
elektronlar relativistik hale gelir, E ~ pc olur ve basing

yalnizca n?/ % olarak 6lceklenir. Bu daha yumusak hal
denklemi, kiitlenin merkezi yogunluktan ve yarigaptan
bagimsiz oldugu n = 3 indisli bir politropa karsilik ge-
lir. Merkezi yogunlugu artirmak artik desteklenen kiit-

leyi artirmaz; yalnizca yarigapi kiigtiltiir. Sinir kiitle 71, ¢,
G ve baryon basma elektron orani tarafindan belirlenir.

Aymu sinir genis bir astrofiziksel 6neme sahiptir. Ka-
rarli soguk beyaz clicelerin iist kiitlesini belirler, goz-
lenen beyaz ctice kiitlelerinin neden maksimumun ol-
dukga altinda kiimelendigini agiklar ve Tip Ia stiperno-
va onciillerinin termontikleer kararsizliginin temelinde
yer alir [14]. Bununla birlikte bu sinir tam evrensel bir
say1 degildir. Ters beta bozunumu, Coulomb terimle-
ri, sonlu-sicaklik diizeltmeleri, genel gorelilik, donme,
kristallesme ve bilesim ideal Newtoncu degeri degisti-
rir. Temiz analitik tiiretim temel olmay1 stirdiiriir; ¢tin-
kii relativistik Fermi basinci ile 6zkiitlecekim arasinda-
ki belirleyici boyutsuz rekabeti ortaya koyar.

Bu makale tarihsel bir derleme olmaktan ziyade titiz
bir tiiretim olarak yazilmigtir. Once faz uzayi 6lgiisiinii
tanimliyor ve sifir-sicaklik Fermi kiiresini tiiretiyoruz.
Ardindan basing integralini tam olarak hesapliyor ve
sinir kuvvet yasalarini yeniden elde ediyoruz. Son ola-
rak hidrostatik problemi politrop kuramin kullanarak
¢Oziiyor ve sayisal sabitleri agik¢a degerlendiriyoruz.

2. Fiziksel ve Matematiksel Cerceve

2.1. Pauli disarlamasi ve soguk Fermi denizi

Tanim 1 (Tam elektron dejenerasyonu). Bir elektron
gazi, sicaklik

kBT < Ep, (1)

kosulunu sagladiginda tamamen dejenere olur; burada
Er Fermi enerjisidir. Sifir sicaklikta p < pr olan tiim
tek-parcactk momentum durumlar1 doludur ve p > pr
olan tiim durumlar bostur.

V hacmindeki bir elektron gazi i¢in d®x d®p elema-
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w| = pr

Pz o

dolu durumlar
Sekil 1. Momentum uzayinda sifir-sicaklik Fermi kiiresi. Pa-
uli disarlamasi, i3 basina iki spin durumu ile pr yaricapl bir
kiirenin i¢indeki tiim elektron durumlarini doldurur.

nindaki kuantum durumlarinin sayis:

d3x d3p
dNgtates = s TI (2)

seklindedir; burada gs = 2 spin dejenerasyonunu sayar.

T = 0 degerinde momentum uzayimndaki dolu bélge, Se-
kil 1’de gosterilen pr yarigapl bir kiiredir. Dolayisiyla

v
Ne=2+7 / d’p
p<pr

Vv PE
=2F4n/0 p*dp

nV
= WP}O?- (3)
V ile bolmek
3
e = 3patE = S #)

sonucunu verir; ¢iinkii i = 2rhi. (4) denkleminin ¢6zii-
mii merkezi kinematik 6lgegi verir:

pE = hi(3n?n,) "3, (5)

Not 1. Denklem (5) elektron kiitlesinden bagimsizdir.
Bu, biitiiniiyle kuantum durum sayiminin bir sonucu-
dur. Kiitle yalnizca momentumlar hizlara ve enerjilere
dontstiiriildiigiinde devreye girer.

2.2. Bilesim ve elektron basina ortalama molekiil
agirlig:

Kiitle yogunlugu neredeyse biittiniiyle ¢ekirdekler tara-
findan tasinirken, basinca elektronlar egemendir. Mad-
de, yiikli Z;, kiitle numaras: A; ve kiitle kesri X; olan

cekirdek tiirleri i iceriyorsa, elektron say1 yogunlugu

_ Z;X;
e =p Z Ao (6)
1

olur; burada m,, atomik kiitle birimidir. Elektron basina
ortalama molekiil agirhgin

1 ZiX;
— =) =4 7
Py 7)
ile tanimlamak gelenekseldir. Boylece
p
ne = . 8
= (®)

elde edilir. Helyum, karbon, oksijen, neon ve magnez-
yum icin A/Z ~ 2 oldugundan p, =~ 2 olur. Bu basit
olgu, ideal Chandrasekhar kiitlesinin olagan karbon-
oksijen ve oksijen—neon beyaz cticeleri i¢in neden bile-
simden neredeyse bagimsiz oldugunu agiklar.

(5) ve (8) birlestirildiginde Fermi momentumu

3n2p 13
=h . 9
pe=n(E) ©)
seklinde yazilabilir. Boyutsuz relativite parametresi
pr
= . 1
_— (10)

olarak tanimlanir. (9) ve (10) denklemleri
_omy (mec)\3
p0_3n2(h)' (11)

sonucunu verir. Sayisal olarak,

p = po tex?,

po =9.74 X 10° gem™>. (12)

te = 2 igin elektronlar x ~ 1 degerine, yani relativistik
olmaya, p =~ 1.95 X 10° g cm ™3 civarinda baglar.

3. Dejenere Elektron Basinci

3.1. Kinetik basing integrali

[zotropik bir gaz i¢in basing, birim alandan gegen mo-
mentum akisidir. Momentumu p ve hizi v(p) olan bir
parcacik, momentum ile yiizey normali arasindaki aci-
nin & oldugu durumda po cos? « ile orantili bir normal
momentum akisi katkis1 yapar. Agisal ortalama

(cos® @) = % (13)

verir. Dolayisiyla sifir-sicaklik basinci

PF
p=g [ ponmay (14)

olur; burada n(p)dp, momentumlar1 p ile p + dp ara-
sinda olan elektronlarin say1 yogunlugudur. (2) denk-
leminden

dnp?dp  8mp?
n(p)dp =2—5— = —3

dp. (15)
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Tablo 1. Sayisal degerlendirmelerde kullanilan sabitler.

Nicelik Sembol Deger
Planck sabiti h 6.62607015 x 10727 erg s
Indirgenmis Planck sabiti 7 1.054571817 X 10727 erg s
Isik hizi c 2.99792458 x 10 cms™?
Elektron kiitlesi M, 9.1093837 x 10728 g
Atomik kiitle birimi my, 1.6605391 x 10724 g
Kiitlecekim sabiti G 6.67430 x 1078 cgs
Giines kiitlesi Mo 1.98847 X 1033 g
Giines yarigap1 Ro 6.957 x 10'° cm
elde edilir. Boylece olur. Denklem (16)
1 [PF 87'(}’)2 4 PE
== — P td
P3Opv(p)h3dp NR 3h38/0;9p
8m [PF 8t
=33 /0 p*o(p)dp. (16) = Tiom, PF (23)
Relativistik enerji bi¢imini alir. k = 27th kullanilarak
/ 2 Pr
E(p) = \[p%c? + m;ct, (17) Pxg = _ 24
¢ NR 15m2h3m, (24)
ve parcacik hizi grup hizi olarak elde edilir. $Simdi (5) yerlestirilirse:
dE pc?
v(p)= — = —. (18) _ ! 592, \5/3
P 22+ mic P 15n2h3meh (8ne)
2
seklindedir. (16) igine yerlestirme, tam soguk basing in- = 5h—(3n2)2/ 3213, (25)
tegralini verir: Me
8re2 [PF pidp ) Kiitle yogunlugu cinsinden,
P = - —_— 19
3% Jo \Vp2e? + mict Pxg = KNRpS/B, (26)
Ayni ifade termodinamikten de elde edilir. Eger u, burada )
durgun kiitleyi iceren elektron enerji yogunlugu ise, si- Knp = h—(3n2)2/3 (o) 3. (27)
fir sicaklikta oM,

d [u
_ 2 Ue
P =mn, an. (Tle)' (20)
Bu bicim kullanishdir; ¢linkii basincin bagimsiz bir var-
sayim olmadigmi vurgular: basing, dolu Fermi denizi-
nin sikistirmaya verdigi yanittir. Enerji yogunlugu

_8n [F

F
=55 | PE@)dp.
0

Ue (21)
seklindedir. n, o< pf; oldugundan, sikistirma hem birim
hacimdeki dolu durum sayisin1 hem de integralin iist
sinirini1 degistirir. (21) denklemini pr’ye gore tiirevle-
yip (4) kullanmak (19) sonucunu yeniden verir. Bu tu-
tarlilik denetimi 6nemlidir: dejenerasyon basinci, virial
teoremine giren ayni temel-durum enerjisinin mekanik
ifadesidir.

3.2. Relativistik olmayan limit

pr < mec oldugunda hiz

o(p) = L.

e

Not 2. 5/3 {isstiniin basit bir kokeni vardir. Sikistirma

karakteristik momentumu pr o« ng /3 olarak artirir; rela-
tivistik olmayan kinetik enerji p? olarak 6lgeklenir; ba-

sing enerji yogunlugudur ve bu nedenle n,p7 o nf/ 2
olarak Olgeklenir.
3.3. Ultra-relativistik limit
pr > m.c oldugunda elektron hiz1
o(p) ~ c. (28)
degerine yaklasir. Denklem (16)
8ne [T,
Pur = 535 /o p-dp
2mce
EvELs @)
sonucunu verir. Esdeger olarak,
¢ 4
Pon = 5P (30)
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(5) kullanilarak

c

PUR = 127_[2},;[3714(37'[27’13)4/3
h
= {(3712)1/3;43/3. (31)
Dolayisiyla
Pur = Kyrp®/?, (32)
ve
fic ., o 1/3 -4/3
Kur = 2(377 ) (pemy )™, (33)

Not 3. Gorelilik hal denklemini yumusatir. E = pc,
p?/(2m,) yerine gectigi icin basing n,pr o« nf/ ? olarak
Slgeklenir. 5/3 degerinden 4/3 degerine bu degisim, s1-
nir kiitlenin matematiksel kaynagidir.

3.4. Chandrasekhar’in tam sifir-sicaklik hAil denkle-

mi
p=mecy, PF = M,CX. (34)
alalim. O zaman (19)
b 8mmic® ¥ ytdy
3h3 Jo 1+ y?
mélc5 X y4 dy

(35)

- 3ﬂ2h3 0 [1 + y2 )

bicimine gelir. Integralin kapali bigimi

X 4
d
vy 1 [x(Qx2 —3)VI+ 2 + 3sinh™! x] :
0o AT+y2 8
(36)
seklindedir. Bu nedenle
P = Af(x), (37)
burada s
_mgc
©24m2h3 (38)
ve

Fx) = x(2x2 = 3)(1 + x*)Y/2 + 3sinh ! x. (39)
Nigkili yogunluk
P = popex”, (40)
olup po, (11) iginde tanimlanmustir.
Tam hal denkleminin logaritmik sertligi

(41)

ile dl¢iiliir. p « x® oldugundan, (39) denkleminin tii-
revlenmesi

xf'(x) 8x°
y=LW S
3f() ~ 3(L+x2)2f(x)
sonucunu verir. Dolayisiyla
=3, Jmy@=g @)
xll)%’}/X—?), xl—IEoyx_S.

N 1 1 O B W WA | R B A

10* |-| —— relativistik olmayan P o p®/3 ]
4/3

—#—  ultra-relativistik P « p
—a— tam Chandrasekhar

10!

1072

P /(10?2 dyn cm™2)

075
1073 1072 107t 100 101 102 103

p/(10°gcm™)

Sekil 2. u, = 2 i¢in dejenere-elektron basinci. Tam Chandra-
sekhar hal denklemi diisiik yogunlukta relativistik olmayan
egriye, yliksek yogunlukta ise ultra-relativistik egriye yakla-
SIT.

4/3 degerine yaklasim kademelidir: kiitleli beyaz ctice-
ler iclerinin tamaminda tam olarak n = 3 politroplar:
degildir, fakat merkezi bolgeleri bu marjinal sertlige gi-
derek daha ¢ok yaklasir.

Sinir bigimler acilimla elde edilir. x < 1 i¢in

4
f(x) = §x5 - ?x7 +0(x?), (44)
oldugundan (37), (25) denklemine indirgenir. x > 1
igin

f(x) =2x* = 2x* + 31In(2x) + O(x7?), (45)

ve onct terim (31) sonucunu verir. Sekil 2 gecisi goster-
mektedir.

4. Hidrostatik Denge ve Politroplar

4.1. Newtoncu y1ldiz yapis1

Statik, kiiresel bir y1ldiz igin kiitle korunumu ve hidros-
tatik denge

d
d_T = 4mr?p, (46)
ve Gm(r)
dP m(r)p
_— = 47
dr 12 (47)
seklindedir. Bir politropik hal denklemi
P =Kp'*/", (48)

bicimine sahiptir; burada # politropik indistir. Su degis-
kenleri tanimlayalim:

p(r) = pc0"(&),  r=ag, (49)

ve
2 _ (DK iyns
inG Pe -

Yildiz yapisi denklemleri Lane-Emden denklemine in-

dirgenir:
. (52@) -0, (51)

(50)
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0(¢)

Sekil 3. Relativistik olmayan ve ultra-relativistik dejenere be-
yaz ciiceler igin temsili Lane-Emden fonksiyonlari. {1k sifir yii-
zeyi belirler.

merkez smir kosullari ise
0(0) =1, 0’(0) = 0. (52)

seklindedir. Yildiz ytizeyi ilk sifirdir:
0(&1) = 0. (53)

Yarigap
R=uaé&, (54)

ve kiitle
R
M = 4n/ rpdr
0
&1
:47'(113p6/ E20" dE. (55)
0

olur. (51) kullanilarak

/ £20™dE = —&£10'(&1), (56)
0
elde edilir, dolayisiyla

M = 4na®p E30'(&1)|. (57)

Bir politropun merkezi yogunlugunun ortalama yo-
gunluga oran: da Lane-Emden ¢6ziimiiyle belirlenir.

_ 3M
P= 1IR3 (58)

olmak tizere, (54) ve (57) denklemleri

= SoE (59)

Pec &1

p
sonucunu verir. Bu oran n = 3/2 i¢in 5.99, n = 3 igin
54.2 degerindedir. Bu nedenle relativistik beyaz cticeler,
diistik kiitleli relativistik olmayan beyaz cticelere gore
¢ok daha merkezde yogunlagmustir.

4.2. Relativistik olmayan n = 3/2 beyaz ciicesi

Denklem (26)

degerine sahiptir. n = 3/2 igin

S5KnNrR -1/3
2 _
Y TR P (61)
Kiitle ve yaricap
1/2
B 5KNR -1/6
R - 51 ( 87‘(G ) pc 7 (62)
ve 3/2
5KNr ’
M = 4 (%) pP2I0E). (63)

seklindedir. p. yok edilirse

Knr

R = C3/2 G M_l/S/ (64)
elde edilir; burada
, 5
Cyo =& [ametlo@]” = (65)
Boylece
R « KNRM—I/S o [.16_5/3M_1/3- (66)
Yaygin kullanilan sayisal bir bi¢im
-5/3
RNR ~ (0.0112 R@ (%)
-1/3
X (fég;) . (67)

seklindedir.

Not 4. Ters kiitle-yaricap iligkisi siradan yildizlarin ter-
sidir. Kiitle eklemek y1ldizi sikistirir; bu da elektron mo-
mentumlarini ve basinci artirir. Relativistik olmayan re-
jimde bu basing artigi, daha kiiciik bir yarigapta denge-
yi yeniden kuracak kadar giigliidiir.

4.3. Ultra-relativistik n = 3 beyaz ciicesi

Denklem (32)

1+;=§, n=3. (68)
degerine sahiptir. n = 3 icin
e (69)
Yaricap
Kur 12 ~1/3
R=¢& (E) pe ', (70)

olur; ancak kiitle

Kur 512
M= 1 (B2) " erorea)
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1072
[ I I I I T
—eo— relativistik dizi
2r - Mecn |
|
0] 1
24 1
~ 1
M 1 .
0 | | | | | | :

|
02 04 06 08 1 1.2 14
M/Mo

Sekil 4. j1, = 2 i¢in yaklasik beyaz ctice kiitle-yaricap iligkisi.
Relativistik dejenerasyon, kiitle Chandrasekhar sinirna yak-
lagirken yarigaps sifira dogru stiriikler.

= MCh' (71)

seklindedir. p.’ye tiim bagimlilik yok olmustur. Bu ne-
denle n = 3 politropu, ayn kiitleye ve farkli yaricap-
lara sahip konfigiirasyonlardan olusan tek-parametreli
bir aileyi temsil eder. Merkezi yogunlugu artirmak ya-
ricap: kiigtiltiir, fakat desteklenen kiitleyi artirmaz.

n = 3 i¢in sayisal Lane—-Emden sabiti
E10(&1)] = 2.01824, &1 =6.89685.  (72)

seklindedir. (33) ifadesinin (71) igine yerlestirilmesi

1 hc ) REE
Mcy = 4m [Ez(gn2)1/3(ﬂemu)4/3:|
X E3107(&1)]. (73)
sonucunu verir. Kuvvetler toplanirsa
_ 4

M =
Ch —
1

X (37'(2)1/2W. (74)
e u

he \3/2
Sy

elde edilir. Tablo 1'deki sabitlerle degerlendirme
Mcy, = 5.83 1, Mo (75)
sonucunu verir. Karbon—oksijen maddesi i¢in
ue=2,  Mcy = 1.457 Mo, (76)
olur.

Onerme 1 (Ideal modelde Chandrasekhar kiitlesi). Ide-
al, tamamen dejenere bir elektron gazi tarafindan desteklenen
soguk, Newtoncu, dénmeyen bir beyaz ciicenin tist kiitlesi

Mmax = Mcy, = 5.83 4,2 M. (77)

seklindedir. u, = 2 icin bu deZer 1.457Mg olur.

4.4. Kararlilik ve adyabatik indisin rolii

Kiitle sinir1 dinamik kararlilik araciligiyla da yorumla-
nabilir. Sabit bilesim ve entropiye sahip denge model-
lerinden olusan bir dizi i¢in radyal kararsizligin baslan-
gic1 bir déniim noktasinda ortaya gikar:

d
M:()
dp

(78)

Relativistik olmayan dizide M o pi/ ? oldugundan bu
olctite gore kararhidir; buna karsilik simir n = 3 dizisin-
de dM/dp. = 0 olup marjinaldir.

lgili yerel bir ifade virial teoreminden gelir. Basing
yaniti

5
5P = rlp?p (79)

olan 6zkiitlecekimli bir akiskan, hacim ortalamali adya-
batik tis A

Iy > 3 (80)
degerini asiyorsa basing tarafindan kararhlastirilir. Tam
elektron gazi sonlu herhangi bir x icin y(x) > 4/3 de-
gerine sahiptir; ancak x biiytidiikge y(x) yukaridan 4/3
degerine yaklasir. Bu, Newtoncu ideal dizinin sonlu bir
merkezi yogunlukta keskin bir kararsizliga ulasmak ye-
rine neden asimptotik olarak marjinallige yaklastigin
aciklar. Gergek yildizlarda genel gorelilik, ters beta bo-
zunumu ve Coulomb etkileri kararsizligi sonlu bir yo-
gunluga tasiyan ek terimler saglar.

5. Sezgisel Enerji Tiiretimi

Bicimsel Lane-Emden hesabi bir 6l¢cekleme argiimaniy-
la anlasilabilir. N baryon sayisi ve N, = N/, elektron
say1st olsun. Yildizin yaricap: R ise

N,
e ~ R—g (81)
Fermi momentumu
AN
PE ~ l‘mel/3 ~— (82)

R

olarak olgeklenir. Ultra-relativistik rejimde elektron ki-
netik enerjisi

he N3
Exin ~ Nepre ~ e (83)
R
seklindedir. Kiitlecekim enerjisi
GM?
Egray ~ — R (84)
olur. Dolayisiyla
N4/3h 2
E(R) ~ —75 ‘- Gf . (85)
pe' R
M = Nm, oldugundan bu sematik olarak
N43%c 2
E(R) ~ Nhe = GM® (86)

R 7
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biciminde yazilabilir; burada bilesim faktorii ve birlik
mertebesindeki sabitler bastirilmistir.

Kritik 6zellik, hem ultra-relativistik dejenerasyon
enerjisinin hem de kiitlecekim enerjisinin R™! olarak 61-
ceklenmesidir. 1/R katsayisi pozitifse genisleme tercih
edilir; negatifse ¢okme tercih edilir; sifirsa konfigiiras-
yon marjinaldir. Marjinal kosul

heN ~ Gm2N?, (87)
olup
he 3/2
SN -
u
sonucunu verir. Bu nedenle
he 3/2 he 3/2 .
M ~ my, (W) = (E) muQ. (89)
u

Bu Chandrasekhar 6lgegidir. n = 3 Lane-Emden prob-
leminin ¢oziilmesiyle elde edilen tam katsayz, (75) igin-
deki 5.83 u,? degeridir.

6. Coziimlii Sayisal Uygulamalar

6.1. Tipik bir beyaz ciice yogunlugunda Fermi mo-
mentumu ve basing

Su degerlere sahip karbon—oksijen maddesini ele ala-
lim:

Ue =2, p=10°gcem™3. (90)
Denklem (8)
, 108 _3
= m
¢ = 3(1.6605391 x 10-24)
=3.01 x 10 cm™3. (91)

sonucunu verir. Fermi momentumu

PF = h(3n2n6)1/3
=2.18%x 107" gcms™. (92)
olur. Boyutsuz relativite parametresi

PF

MeC

X =

= 0.798. (93)

seklindedir. Bu nedenle elektronlar hafifce relativistik-
tir. (25) denkleminden relativistik olmayan basing kes-
tirimi

Pyg = 3.16 x 10*2 dyncm ™2, (94)

iken tam Chandrasekhar hal denklemi yaklasik olarak
P ~ 2.6 x 10*? dyncm™2. (95)
verir. x kiiciik olmadig igin fark simdiden Snemlidir.

Daha ytiksek yogunluklarda relativistik olmayan ifade
gazin sertligini giderek daha fazla fazla tahmin eder.

6.2. Kiitle-yaricap kestirimi ve Sirius B

Sirius B'nin dinamik kiitlesi yaklasik olarak
MSiriusB = 102 M@. (96)

degerindedir. u, = 2 ile relativistik olmayan kiitle-
yarigap yasasi (67) kullanilirsa

Rng = 0.0112 Rp(1.02)71/3
~0.0111 Ro. (97)

elde edilir. Santimetre cinsinden,
Rngr = 7.7 X 108 c1m. (98)

Boylesine kiitleli bir beyaz cice igin relativistik diizelt-
me gereklidir. Gosterim amaciyla siklikla kullanilan
dogru bir analitik interpolasyon [15]

( Mcy ) 2/

R ~0.0112Rs

273 11/2
s e

Mcy

seklindedir; burada y, = 2 i¢in Mcyn = 1.457Mg alirur.
Sirius B i¢in

(1.457)2/3
1.02

1.02 \2/3 i
B (1.457)

~ 0.0076 Ro.

R ~0.0112Re

(100)

Bu deger, yaklagik 8 X 1073R, olan gdzlenen yarigapla
ayni mertebededir ve Sirius B'nin tarihsel olarak neden
belirleyici oldugunu gosterir: Diinya’ninkiyle karsilas-
tirilabilir bir yaricapa hapsedilmis yildiz kiitlesi, ideal
gaz basincini degil dejenerasyon basmcini gerektirir.

6.3. Kiitleli bir karbon—oksijen beyaz ciicesi

ikinci bir 6rnek olarak kiitlesi

M =1.30 Mo, te = 2. (101)
olan ideal bir karbon—oksijen beyaz ciicesini ele alalim.

(99) kullanilarak

1.457)%/3
R = 0.0112R (—)
© [ 1.30
1.30 \2/3]'/*
- (1.457) ]
= 0.00437 Ro. (102)
elde edilir. Boylece

R = 3.04 x 10% cm. (103)
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o 11T | EEER T TTTTT T T TTTITT T TTTITT T T TTTT17
Ortalama yogunluk tam fte = 2
. 3M 10% || - - - relativistik olmayan dlgekleme | -~ |
p= Y N — 7 L—]
4mR3 s T=10"K
=2.20% 107 gem ™. (104) = x=1
: ; Lo g 100F B i
olur. I¢ yap1 merkezde yogunlasmis n = 3 politropu ile = 7 !
yaklastirilirsa, (59) & = i
pe =54.2p=1.19x10° gem™>. (105) 1072 H/: ----------------------------- -
N O 1 1 O 1 O 1 I N W A A

sonucunu verir. Merkezi relativite parametresi o halde

p 1/3
Xc = ( - ) = 8.48, (106)
Polle
olur. Karsilik gelen kinetik Fermi enerjisi
EF,kin = I’TleC2 [(1 + x?)l/Q - 1]
= 3.87MeV. (107)

degerindedir. Bu deger yash bir beyaz ciicedeki termal
enerjilere kiyasla biiyiiktiir ve yiiksek kiitleli beyaz cii-
celerin ¢ekirdeklerinde neden derinden dejenere ve re-
lativistik olduklarini gosterir.
Ayni model muazzam bir yiizey kiitlecekimi 6ngo-
riir:
_GM
$= %

=1.87x10% cms™2. (108)

Esdeger bir hiz olarak ifade edilen zayif-alan kiitlece-
kimsel kirmiziya kaymasi

vgr =Zc= F
=1.89 x 10" cms™!

=189kms™. (109)

seklindedir. Bu tiir kirmiziya kaymalar tayfsal olarak
olctilebilir ve kiitle-yaricap iliskisini sinamak i¢in goz-
lemsel bir yol saglar.

6.4. Farkli bilesimler icin Chandrasekhar kiitlesi

Helyum, karbon ve oksijen maddesi i¢in p, =~ 2 olup

Mcp, = 1.457 Mo, (110)
elde edilir. Saf demir igin
U, = % =2.154, (111)
dolayisiyla
Mg re = 5.83(2.154)? Mo,
=1.26 Mo. (112)

olur. Bu, sinir kiitlenin elektron kesri tarafindan denet-
lendigini gosterir. Daha nétronca zengin madde bar-
yon basina daha az elektrona sahiptir ve bu nedenle sa-
bit kiitle yogunlugunda daha az dejenerasyon basinci
saglar.

1073 1072 107t 100 101 102 103
p/(10° g cm™?)

Sekil 5. 1, = 2 i¢in yogunlugun fonksiyonu olarak Fermi si-
caklig1. Miitevazi beyaz ciice yogunluklarinda bile Tr tipik ig
sicakliklarin ¢ok tizerindedir; bu da elektron basinci igin sifir-
sicaklik yaklagimini dogrular.

7. Genigletmeler, Genellemeler ve Gozlem-
sel Sinamalar

7.1. Sonlu sicaklik ve dejenerasyon 6lcegi

Beyaz cticeler sifir sicaklikta degildir, fakat elektronlari
genellikle sifir-sicaklik limitine yakindir. Kinetik Fermi
enerjisi

Epin = mec® [(1+x%)2 1] . (113)
seklindedir. iligkili Fermi sicaklig
E in
Tp = —2 (114)
kg
olarak tanimlarnir. (11) kullanilarak
1/3
x = ( £ ) . (115)
Polle
elde edilir. g, =2 ve p = 105 gem™ igin
Tr = 1.62 x 10° K. (116)

Gozlenen etkin sicakliklar tipik olarak 10°-10° K diize-
yindedir ve geng sicak beyaz cticelerin i¢ sicakliklar: bi-
le genellikle Tr degerinin ¢ok altindadir. Termal diizelt-
meler icin kii¢iik parametre

keT T
T Ern T (17)

seklindedir. 17 < 1 oldugunda, dejenere Fermi gazina
oncii termal diizeltme

AP
5~ na. (118)
mertebesindedir. Bu nedenle termal basing, kiiresel kiit-
le sinurin etkilediginden ¢ok daha giiclii bicimde dis
zarf1 ve soguma 1sitmasin etkiler.
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7.2. Kiitle-yaricap iliskisi nasil sinanir

Bir beyaz ctice yaricap: akidan, uzakliktan ve etkin si-
cakliktan cikarilabilir. Fy,; Olglilen bolometrik aki ve D
uzaklik ise

L = 4nD?Fpo1 = 4nR%0sp T (119)
Dolayisiyla
r 1/2
R=D (%) . (120)
OSBTeI‘f

Kiitle, cift yi1ldiz dinamiginden, astrometriden ya da
kiitlecekimsel kirmiziya kaymadan elde edilebilir. Y&-
riinge donemi P, ve radyal-hiz yar1 genligi K; olan
tek ¢izgili bir ¢ift yildiz igin kiitle fonksiyonu

Pop K (M sini)?
f(M) = Lo 222 .
2nG (M1 + Mg)

seklindedir. Elverisli tutulmal sistemlerde egim i dog-
ru olarak bilinir ve dinamik bir kiitle verir.

(121)

Kiitlegekimsel kirmiziya kayma bagimsiz bir kiitle-
yarigap Ol¢timii saglar. Zayif-alan limitinde

AL GM
z=—

~—, 122
A Rc? (122)

Esdeger olarak, kirmiziya kayma hizi
Vgr = z¢ ~ 0.636 M/Mo 1. (123)

R/Re

olur. (120) ve (122) denklemlerinin birlestirilmesi, goz-
lenen beyaz ciicelerin 6ngortilen ters kiitle-yarigap egi-
limini izleyip izlemedigini smar. En gii¢lii sinamalar,
atmosfer modellemesinin, paralaksin ve dinamik kiit-
lelerin birlikte mevcut oldugu sistemleri kullanar.

7.3. Tek bir soguk bilesimin 6tesinde

Ideal model tek bir 1, degeri varsayar. Gergek beyaz cii-
celer katmanhdir; karbon—oksijen ya da oksijen-neon
¢ekirdege, helyum mantoya ve ¢ogu kez ince bir hidro-
jen atmosferine sahiptir. Yararl bir yerel genelleme

p(r) o ZiXi(r)
my, Z A,‘

ne(r) = . (124)
seklindedir. Hidrostatik denklemler o zaman (46) ve
(47) olarak kalir, fakat hal denklemi bilesim profili ara-
ciligiyla konuma bagl hale gelir. Bilesim yalnizca dii-
siik kiitleli dis katmanda degjisiyorsa, kiitlenin ¢ogu ce-
kirdekte bulundugundan Mcy, iizerindeki etki kiigiik-
tir. Ancak gekirdek nétronca zenginlesirse, elektron
kesrindeki azalma smir kiitleyi dogrudan diistiriir.

Elektron kesrinin kullanigh bir 6l¢iisti

1
Y, = —. 125
= (125)
seklindedir. Ideal sinur
Mcy = 5.83Y2 M. (126)

olarak yazilabilir. Bu bigim, elektron yakalanmalarinin
yogun ¢ekirdekleri neden kararsizlastirdigini agik kilar:
Y, degerini diistiriirler ve dejenerasyon basinci tarafin-
dan desteklenebilen kiitle Y2 olarak azalir.

8. Tartisma

8.1. Varsayimlar ve gecerlilik alan1

Ideal Chandrasekhar tiiretimi birkag varsayima daya-
nir. Birincisi, elektronlarin tamamen dejenere kabul
edilmesidir. Bu, olgun beyaz ciiceler i¢in miitkemmel
bir yaklasimdir; ¢iinkii Fermi enerjileri tipik olarak kgT
degerinden ¢ok daha biiyiiktiir. Ikincisi, iyonlarin kiit-
leyi sagladig1 fakat ihmal edilebilir basing verdigi ka-
bul edilir. Bu genellikle dinamik olarak gecerlidir; an-
cak iyonik termal enerji sogumay1 ve kristallesmeyi de-
netler. Uctinciisii, Newtoncu kiitlecekim kullanilir. Co-
gu beyaz ciice i¢cin GM/(R¢?) < 1 olmakla birlikte, re-
lativistik kiitlecekim sinur kiitle yakininda énem kaza-
nir. Dordiinciisti, elektron gazi Coulomb, degis-tokus,
manyetik ya da orgii diizeltmeleri olmaksizin idealdir.
Bu terimler 6ncii dejenerasyon basincina kiyasla kiigiik-
tiir, fakat hassas kiitle-yaricap hesaplar icin 6nemlidir.

Tam hal denklemi (37) ayrica diizgiin yerel bilesim
ve sifir sicaklik varsayar. Gergek yildizlarda bilesim ta-
bakal1 olabilir: karbon—oksijen ¢ekirdek, helyum katma-
n1 ve hidrojen atmosferi yaygindir. Byle katmanlagma
gozlenen yarigaplari ve soguma yaslarini degistirir, an-
cak cekirdegin p, =~ 2 degerine sahip olmasi nedeniyle
oncii Chandrasekhar 6lgegini degistirmez.

8.2. Ters beta bozunumu ve nétronlasma

Yeterince yiiksek yogunlukta elektron Fermi enerjileri
elektron yakalanmalarini tetikleyecek kadar biiytir:

e +(AZ)—> (A, Z-1)+v,. (127)
Esik kosulu yaklasik olarak
EF 2 Qnucr (128)

seklindedir; burada Qu.. ilgili niikleer kiitle-enerji far-
kadir. Elektron yakalanmasi sabit baryon yogunlugun-
da n, degerini azaltir ve dolayisiyla dejenerasyon ba-
sincini digtiriir. Oksijen-neon-magnezyum gekirdek-
lerinde bu stire¢ ideal Chandrasekhar kiitlesine ulasil-
madan 6nce ¢okiisii indiikleyebilir. Karbon-oksijen be-
yaz clicelerinde ise termoniikleer kagak genellikle 6n-
ciil cekirdekte yaygin nétronlasmadan énce devreye gi-
rer.

8.3. Coulomb ve orgii diizeltmeleri

Iyonlar, Coulomb enerjileri termal enerjilerini agtiginda
gliclii bagl bir plazma olusturur. Baglanma parametre-
si
Z2e?
=— 12
aj; k B T ! ( 9)

seklindedir; burada

o 3 \ 13
T 4rtn;

iyon-kiire yarigapidir. Coulomb etkilesimleri toplam
enerjiyi diisiiriir ve ideal elektron gazina kiyasla basin-
a hafifce azaltir. Diisiik sicaklikta iyonlar kristallesir;

(130)



Relativistik Elektron Dejenere Gaz Basinct ve Chandrasekhar Kiitle Stnirmim Analitik Tiiretimi

Dejenere Madde

bu da beyaz ciice sogumasimni ve titresimlerini etkiler.
Hamada-Salpeter kiitle-yaricap iligkileri 8] bu tir dii-
zeltmeleri igerir ve gozlemlerle ayrintili karsilagtirma
i¢in ideal formiilden daha dogrudur. Salpeter [9] kar-
silik gelen sifir-sicaklik plazma diizeltmelerini verir.

8.4. Genel gorelilik

Genel gorelilik, kiitlecekimi Newtoncu kurama gore
guglendirir [12, 13]. Hidrostatik denge bu durum-
da Tolman—-Oppenheimer—Volkoff denklemi tarafindan
yonetilir:

P G [e+P/02] [m +4nr3P/62]

— —-_= 131
dr 72 1-2Gm/(rc?) ! (131)
ve 4
m
— =dnr’e.
P nree (132)

Burada € kiitle-enerji yogunlugudur. Olagan beyaz cii-
celer igin kompaktlik kiigtiktiir:

GM

—_—~

Rez ~ 107 -1077,

(133)
bu nedenle Newtoncu kuram genellikle dogrudur. Bu-
nunla birlikte maksimum kiitle yakininda genel goreli-
lik kararl kiitleyi biraz diisiiriir ve en yiiksek yogunluk-
lu konfigiirasyonlarin kararsizligina katkida bulunur.

8.5. Donme ve manyetik alanlar

Diizgiin donme maksimum kiitleyi artirir; ¢linkii mer-
kezkag destegi etkin kiitlecekimi azaltir. Kaba bir 6l¢ii

T Q%R3
—_—~ 134
Wl GM’ (134)
seklindedir; burada T dénme kinetik enerjisi ve W kiit-
lecekimsel baglanma enerjisidir. Dénme, Kepler agisal
hizina yakin degerlerde dinamik olarak énemli héle ge-

lir: 2
GM
QK = (F) .

Diferansiyel donme daha biiytik kiitleleri gegici olarak
destekleyebilir; ancak manyetik torklar ve viskozite ac1-
sal momentumu yeniden dagitma egilimindedir. Giig-
lit manyetik alanlar Landau kuantizasyonu aracihigiyla
elektron faz uzayini degistirebilir, fakat kiiresel Chand-
rasekhar smirini degistirecek kadar biiyiik alanlar ug
degerlerdedir ve manyetik gerilmeler ile kararlilik kisit-
lariyla birlikte ele alinmalidur.

(135)

8.6. Gozlemsel beyaz ciice kiitleleri

Gozlenen beyaz ctice kiitleleri

Mpeax = 0.6 Mo, (136)

civarinda kiimelenir ve M¢y, degerinin oldukga altinda-
dir. Bu bir celiski degildir. Cogu beyaz clice, zarflari-
n1 kirmizi-dev ve asimptotik-dev kollarinda kaybetmis

10

diisiik ve orta kiitleli yildizlarin agiga ¢ikmis ¢ekirdek-
leridir. Tipik artik kiitleyi Chandrasekhar smir1 degil,
yildiz evrimi belirler. Sinir bunun yerine kararli beyaz
ciice dagiliminin iist ucunu ve madde yigan ya da bir-
lesen sistemlerin kaderini belirler.

Yakin ¢iftlerde bir karbon—oksijen beyaz ciicesi y1g1l-
ma yoluyla siur kiitleye yaklasabilir ya da baska bir
beyaz ciice ile birlesebilir. Stkisma 1sinmasi, karbon tu-
tusmasi, konveksiyon, elektron yakalanmalar: ve agisal
momentum tasinimi sonucun bir Tip la siipernovasi mz,
y1g1lma kaynakli ¢6kiis mii, yoksa bagli bir artik mi ola-
cagini belirler. Chandrasekhar kiitlesi merkezi 6nemi-
ni korur; ciinkii dejenerasyon tarafindan desteklenen
karbon-oksijen maddesinin termoniikleer pargalanma-
ya karsi kiiresel olarak kararsizlastigi dogal kiitle 6lge-
gini belirler.

9. Sonug

Chandrasekhar siniri, basit fakat derin bir argiimanlar
zincirinden ¢ikar. Pauli disarlamasi elektron momen-
tum durumlarmin yogunlugunu belirler ve

pe = h(3m?n,) '3, (137)

sonucunu verir. Basing izotropik momentum akisidir:

P=-

PF
i [ oo, ass)

bu da relativistik olmayan elektronlar igin P o ne 13 Ve

ultra-relativistik elektronlar i¢in P o nf/ % verir. Tam
Chandrasekhar hal denklemi, bu limitleri (39) i¢indeki
f(x) fonksiyonu aracihigiyla diizgiin bigcimde birbirine
baglar.

Hidrostatik dengeye yerlestirildiginde, relativistik ol-
mayan hal denklemi n 3/2 politropunu ve ters
kiitle-yarigap yasasi R o« M~'/3 sonucunu iretir. Ultra-
relativistik hal denklemi ise kiitlesi yaricaptan bagim-
s1z olan bir n = 3 politropu tiretir. Lane-Emden proble-
mini ¢6zmek ideal sinur kiitleyi verir:

Mcn = 5.83 y;QM@,

(139)

yada p, = 2igin 1.457Mg. Bu sonug, kuantum mekani-
ginin ve goreliligin astrofizige uygulanmasimin biiyiik
nicel basarilarindan biridir. Ideal varsayimlar1 gergek
beyaz clicelerde Coulomb fizigi, ters beta bozunumu,
sonlu sicaklik, donme, manyetik alanlar ve genel gore-
lilik tarafindan degistirilir; fakat temel kiitle 6lgegi aym
kalir. Beyaz cticelerin 0.6M civarindaki gozlenen yo-
gunlasmasi y1ldiz evrimini yansitirken, Chandrasekhar
kiitlesi ytiksek-kiitle u¢ noktasmni ve Tip Ia siipernova
onctillerinin fizigini yonetir.

A. Basing Integrali i¢in Ayrintili Cebir

Bu ek, (36) icindeki kapali bicime gétiiren adimlari kay-
deder. Sunu tanimlayalim:
A

W= ) T

(140)
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Asagidaki degisken dontisiimiinii kullann:

y =sinht, dy = cosht dt. (141)
O zaman (1 + y?)'/? = cosh t olur ve
sinh™! x
I(x) = / sinh? t dt. (142)
0
Ozdeslik
inh? ¢ = £ cosh4f — * cosh 2t + = (143)
sin = —cos — = oS =
8 2 8
sunu verir:
1 1 3 sinh™! x
I(x) = 2 sinh 4t — i sinh 2t + gt . (144)
sinh 2t = 2x(1 + x%)'/2, (145)
ve
sinh4t = 4x(1 + 2x?)(1 + x%)'/?, (146)
ile, (144) denklemi
1
I(x) = gx(2x2 - 3)(1 +x?)/?
+ g sinh ™! x, (147)

bigimine gelir; bu da (36) denklemidir.
Chandrasekhar fonksiyonunun tiirevi 6zellikle basit-
tir:

x4

Lt x2)2
Bu, ya (39) denklemini dogrudan tiirevleyerek ya da

(140) denklemini tiirevleyerek elde edilir. Sertlik for-
miili (42) iginde kullanilan 6zdeglik budur.

fl(x) =38 (148)

B. Merkez Yakininda Lane-Emden Denkle-
minin Seri Coziimii

Lane-Emden denkleminin sayisal integrasyonlar1 kii-
ciik fakat sifir olmayan & degerinden baslar; ¢linkii (51)
goriintirde tekil 1/&? garpaninu igerir. Merkezde diiz-
glnliik tekilligi kaldirir. $6yle yazalim:

0(8) =1+ a28” + as&* + O(&°). (149)
O zaman
0'(&) = 2a2& +4a4&% + O(&°), (150)
ve
14 (£20") = 6ay + 200,82 + O(&Y). (151)
&2 dé
Sag taraf
—0" = -1 - nax &%+ O(&Y). (152)
seklindedir. Katsayilar: esitlemek
az = —l/ a4 = = (153)

6 120

sonucunu verir. Dolayisiyla diizgiin merkez agilimi

2 4
0(&)=1- s + ne” + 0(&%).

6 120 (154)

seklindedir. Bu agilm &; ve 0’(&;) degerlerini hesapla-
mak i¢in kararli baslangi¢ degerleri saglar.
Kiitle 6zdesligi (56), (51) denklemini &2 ile carparak

elde edilir:
d

el 207 = _g2pn
4 (£°0) =-¢%e". (155)
Merkezden ytizeye kadar integre etmek
. &
[&20],) = - E20m dE. (156)

0

sonucunu verir. Merkez simir kosulu alt limiti sifir ya-
par, dolayisiyla

/ £20" dg = —£10'(&1). (157)
0

Bu, yogunluk integralini kompakt kiitle formiilii (57)
i¢ine dontistiiren bagmtidur.
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