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Ozet. Tolman-Oppenheimer—Volkoff denklemi, statik, kiiresel, miikemmel-akigkan bir yildiz i¢in hidrostatik denge-
nin goreli denklemidir. Basing gradyanlari ile kiitlecekim kuvveti arasindaki Newtoncu dengeyi; enerji yogunlugu,
basing ve uzayzaman egriliginin birbirinden ayrilamaz oldugu egri uzayzamanda geometrik bir denge ile degistirir.
Bu makalede statik kiiresel simetrik metrikten, mitkemmel-akiskan gerilme-enerji tensériinden, Einstein alan denk-
lemlerinden ve yerel gerilme-enerji korunumundan baslayarak kendi i¢inde biittinliiklii bir tiiretim verilmektedir.
Kiitle denklemi, kiitlecekim potansiyeli denklemi ve basing denklemi, Einstein tensoriiniin ¢t ve rr bilesenlerinden
ve V, TH" = 0 bagintisindan agikca elde edilir. Bunlarin birlegtirilmesi, {i¢ goreli diizeltmesini—basing eylemsizligi,
basincin 6z-kiitlecekimi ve egrilik yiikseltmesi—sergileyen ¢arpanlara ayrilmis bicimde TOV denklemini verir. Ayrica
diizgiin yogunluklu Schwarzschild i¢ ¢6ziim{inii, merkez basincinin iraksamasini ve Buchdahl sinirin tiiretiyoruz. Ek
béliimlerde uygulama i¢in yararli boyutsuz bicimler, sayisal kestirimler, gézlemsel tanilayicilar ve cebirsel ayrintilar
verilmektedir. N6tron yildiz1 yapisina, hal denklemlerine, kompaktliga, kiitlecekimsel kirmiziya kaymaya, sayisal in-
tegrasyona, baglanma enerjisine ve gozlenen iki Giines kiitleli pulsarlara uygulamalar tartisiimaktadir.

Anahtar Kelimeler: Tolman-Oppenheimer—Volkoff denklemi; nétron yildizlari; genel gorelilik; hidrostatik denge;
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kompaktlik; hal denklemi

1. Giris

Yildiz dengesi problemi, astrofizigin merkezi diizenle-
yici problemlerinden biridir. Newtoncu kuramda, sta-
tik kiiresel bir y1ldiz iki temel bagint ile betimlenir: ku-
satilan kiitle m(r) yerel kiitle yogunluguna gore artar ve
basing gradyan birim hacim bagina kiitlegekim kuvve-
tini dengeler. Bu denklemler, enerji taginimi ve bir hal
denklemi ile tamamlandiklarinda siradan yildizlar i¢in
yeterlidir [1, 10]. Kavramsal basitlikleri derin bir sinir-
lihgr gizler: kiitlecekim madde {izerinde etkiyen dissal
bir kuvvet olarak ele alinirken, basing yalnizca mekanik
destege katkida bulunur. Beyaz cticeler, nétron yildizla-
r1 ve varsayimsal asiri-kompakt cisimler igin bu ayrim
gecersiz olur. Kiitlegekim alani artik zayif degildir, i¢
hizlar goreli olabilir ve i¢ basing durgun-kiitle enerji yo-
gunlugu ile karsilastirilabilir diizeydedir. Hidrostatik
denge bu durumda genel gorelilikten tiiretilmelidir.

Tarihsel olarak, goreli yildiz-yapisi denklemi Sch-
warzschild dis ¢oziimiinden kisa siire sonra gelistiril-
mistir. I¢ sabit-yogunluk ¢6ziimii 1916’da Schwarzsc-
hild tarafindan bulunmustur [2]; Tolman goreli akis-
kan kiirelerini sistematiklestirmistir [3]; Oppenheimer
ve Volkoff ise kurami soguk nétron maddesine uygu-
layarak ilk goreli nétron yildizi modellerini elde et-
mislerdir [4]. Ortaya ¢ikan denklem bugiin Tolman—
Oppenheimer-Volkoff (TOV) denklemi olarak adlandi-
rilir. Bu denklem kompakt-cisim astrofiziginin, niikle-
er astrofizigin ve giiclii-alan kiitlecekiminin temel tas-
larindan biridir 6, 7, 8].

Nétron yildizlar1 TOV dengesinin en énemli fiziksel
gerceklesmesini saglar. Kiitlesi M ~ 1.4 My ve yariga-
p1 R = 10-14 km olan bir nétron yildizinin kompaktlig:
GM/(Rc?) ~ 0.15-0.25, yiizey kiitlecekimi 102 ms2
degerinin tizerinde ve ortalama yogunlugu niikleer do-

yum yogunlugu mertebesindedir. Bu rejimde basing,
enerji yogunlugunun 6nemli bir kesri olabilir ve gore-
li diizeltmeler pertiirbatif ayrintilar degildir. Bunlar bir
hal denkleminin iki Giines kiitleli bir yildiz1 destekle-
yip destekleyemeyecegini ve kara delige ¢okiisiin kagi-
nilmaz olup olmadigini belirler.

Bu makalenin amaci, TOV denklemini ileri diizey li-
sans ve lisanstistii astrofizik i¢in uygun, eksiksiz fakat
Ogretici bir bicimde tiiretmektir. Tiiretim statik kiiresel
metrikle baglar:

-1
2
ds? = =22 2482 + (1 — G;;(r)) dr? +r2dQ?, (1)
burada
dQ? = d6? +sin? 0 d¢p>. (2)

m(r) fonksiyonu alan yarigap: r iginde kusatilan kiitle-
cekimsel kiitleye dontisecek, @(r) ise logaritmik kiitle-
¢ekimsel kirmiziya kayma potansiyelidir.

Temel mesaj, TOV denkleminin goreli terimlerin elle
eklenmesiyle elde edilmedigidir. Denklem iki ilkeden
cikar: Einstein denklemleri egriligi gerilme-enerji tenso-
riinden belirler ve yerel gerilme-enerji korunumu kuv-
vet dengesini belirler. Newtoncu limitte denklem bili-
nen hidrostatik denge denklemine diizgiin bicimde in-
dirgenir; ancak goreli rejimde agik fiziksel anlamlara sa-
hip ti¢ diizeltme garpani igerir.

2. Fiziksel ve Matematiksel Cerceve

2.1. Statik kiiresel geometri

Zamandan bagimsiz, kiiresel simetrik ve dénmeden,
manyetik gerilmelerden, anizotropik gerilmelerden ve
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tle kabugu
= 4nr?pdr

Qi = _62CI)(r)C2
8rr = (1 - 2Gm(r)/(rc2))_1

Sekil 1. Statik kiiresel goreli bir yildizin sematik gosterimi. r
koordinati alan yarigapidir; dolayisiyla bir kiirenin alan1 47t72
olur. ®(r) ve m(r) metrik fonksiyonlar: kiitlegekimsel kirmizi-
ya kaymay1 ve kusatilan kiitlegekimsel kiitleyi kodlar.

1s1 akisindan armmis bir uzayzaman varsayiyoruz. En
genel statik kiiresel ¢izgi eleman1 6nce

ds? = —e22( 2342 4 200 qp2 4 12902, (3)

bi¢iminde yazilabilir. » koordinat: alan yaricap1 olarak
secilir:

A(r) = 4nr®. (4)
Kiitle fonksiyonunu
_ 2Gm(r)
e 2A(r) =1- 7 (5)

ile tanimlamak yararhidir. (5) ifadesinin (3) igine kon-
masi (1) ifadesini verir.

Gm(r)
rc?

C(r)=

(6)

niceligi yerel kompaktliktir. C <« 1 oldugunda uzayza-
man egriligi zayiftir ve Newtoncu kiitlecekim geri ka-
zanilir.

Tanim 1. Statik kiiresel bir yildiz i¢in yildiz ytizeyi R,
P(R) =0, 7)

ile tanimlanir ve sonsuzdaki bir gézlemci tarafindan 61-
¢lilen kiitlegekimsel kiitle

M = m(R). (8)
olur.

Orijindeki diizenlilik, kimi zaman 6rtiik birakilan ek
kosullar dayatir. Merkez bir sinur yiizeyi degil, yerel ola-
rak diiz bir nokta oldugundan, kusatilan kiitle #’den da-
ha hizl sifira gitmelidir:

m(r) _

Metrik katsayis1 g, bire yaklasmalidir; bu da
M0 =1, (10)
sonucunu verir. Sonlu merkez basinci ve yogunlugu

P(0)=Pc <o,  p(0) = pc < oo, (11)

gerektirir. Kiiresel simetri ayrica skaler gradyanlarin
merkezde yok olmasimi gerektirir:

P'(0)=0,  p'(0)=0. (12)

Bu kosullar hem analitik hem de sayisal olarak yararli-
dir; ¢linkii diferansiyel denklemlerin tekil olmayan da-
lini belirlerler.

Yildizin diginda P = p = 0 olur ve metrik Schwarzsc-
hild dis ¢6ztimiiyle eslesmelidir:

ds? = - (1 - w) c2de? + (1 _2GM

-1
) dr? +r2dQ2.

rc2 rc?
(13)
r = R konumunda gy stirekliligi
2GM
20(R) = 1 — : 14
sonucunu verir.
2.2. Miikemmel-akiskan madde
Bir mitkemmel akiskanin gerilme-ener;ji tensorii
T = P by Pgt 15
=(p+ = |utu + Pgt, (15)

seklindedir; burada p kiitle-enerji yogunlugudur, boy-
lece yerel enerji yogunlugu € = pc? olur; P izotropik
basingtir ve u# dort-hizdir. Normlama kosulu

Suutu’ = -2 (16)
seklindedir. (1) koordinatlarinda statik bir akiskan igin
u =u% =u®=0. (17)
(1) ve (16) kullanilirsa,
—e2®c2(uh)? = —¢2, (18)
dolayisiyla
ut = e, (19)

Gerilme-enerji tensoriiniin karisik bilesenleri bu neden-
le
T#, = diag(—pc?, P, P, P). (20)

olur.

Not 1. Denklem (20) aldatic1 bicimde basittir. Ilk bile-
seni enerji yogunlugunun egriligin kaynag: oldugunu;
uzaysal bilesenleri ise basincin da egriligin kaynag ol-
dugunu soyler. Bu olgunun Newtoncu bir benzeri yok-
tur ve kompakt y1ldiz yapisi i¢in merkezi énemdedir.
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2.3. Einstein denklemleri

Isaret konvansiyonunu
Gu = —Tw. (21)

olarak aliyoruz. Esdeger bicimde, karisik bilesenler icin

_ 8nG
=—

GH, TH,. (22)

Kiiresel denge i¢in gereken iki bilesen ¢ ve rr denklem-
leridir. Bunlar sirasiyla m’(r) ve @’(r) niceliklerini be-
lirler. Basing gradyani daha sonra yerel korunumdan
gelir:

V,TH = 0. (23)

3. tt Alan Denkleminden Kiitle Denklemi

(3) metrigi i¢in Einstein tensoriiniin karisik zaman bi-

leseni
1 1 2N
b —2A
Gi=—-=+e (ﬂ— r)' (24)

seklindedir. Burada ve asagida iis isareti d/dr anlamina
gelir. (5) kullanulirsa,

2Gm
—2A
=1- 2
rc? (25)
(25) ifadesinin tiirevi
2G (m’ m
7 ,=2N _
—2AN’e = _C_2 (7_1’_2) (26)
verir. Dolayisiyla
G(m m
—2A A7
N==—-=]|. 27
¢ c? ( 7 r2) (27)
(24) icine kondugunda
1 1 2Gm 2
t —2A A/
=- -—-- A
G r2+r2( rc2) re
_2Gm  2G (m" m
Tz 2\ 3
2Gm’
ST (28)
(20) ile birlikte alan denklemi (22),
8nG
Gly=- =0 (29)

sonucunu verir. (28) ve (29) esitlenirse goreli kiitle
denklemi elde edilir:

d
d—T = 4nr?p. (30)

Merkezden integrasyonla,

m(r) = 4n / rp(F)i’“Q dr. (31)
0

Oz radyal uzaklik koordinat artimindan farklidir:

2Gm \ '/
df = (1 - ) dr. (32)
Dolayisiyla ince bir kabugun 6z hacmi
2Gm |/
— Arp2
dVprop = 4mr (1 - ) dr. (33)

po durgun-kiitle yogunlugunu gosteriyorsa, r i¢indeki
baryonik durgun kiitle bu nedenle

, -1/2
mb(r):4n/ po(F) (1—2Gm) P2dr. (34)
0

72

olur. Korunan baryon sayis1 belirtildiginde my(R) ile M
arasindaki fark, kiitlecekimsel baglanmay1 nicelendir-
mek i¢in koordinat-degismez bir yoldur.

Not 2. (30) Newtoncu goriinse de yorumu gorelidir. p
yogunlugu yerel enerji yogunlugunun ¢?’ye boliinmiig
halidir; m(r) ise egrilik bileseni g, icinde goriinen kiit-
lecekimsel kiitledir. Oz hacim (1 — 2Gm /rc?)~/? carpa-
ninu igerir; bu ytizden m(r) yalnizca yogunlugun 6z ha-
cim tizerinde integrali degildir. Kiitlecekimsel baglan-
ma enerjisi zaten geometrik olarak kodlanmaistir.

4. rr Alan Denkleminden Potansiyel Denk-
lemi

(3) i¢in Einstein tensoriiniin karisik radyal bileseni

1 a1 20
Grr:—r—2+€ (r—2+ ; ) (35)

seklindedir. (5) kullanilirsa bu

Grr:—i+(1—2(;_m)(1 +2q))

r2 rc? r2 r

2Gm 29’ 2Gm
==+ |1- .
r3c? - r ( rc? ) (36)
olur. Kaynak terimi
8nG
Grr = C_4P (37)
seklindedir. (36) ve (37) esitlenirse,
2Gm 29/ 2Gm 8nGP
_WJFT(“ rc2)_ ct (38)
Adim adim ¢6zerek,
20/ 2Gm 2Gm  8nGP
1-— =
r ( rc2 ) r3c? ct 7 (39)
ve dolayisiyla
-1 -1
Gm 2Gm 4nGPr 2Gm
= 1- 1- . (4
r2c2( rc? ) * ct ( rc? ) (40)
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elde edilir. Iki terimin birlestirilmesi

d® G (m+4nrdpP/c?)
dr — ¢2r2(1-2Gm/(rc?)) (41)

sonucunu verir.

Not 3. (41) pay1m +4mnr3P /c? igerir. Bu nedenle basing
kiitlecekim potansiyeli gradyanina dogrudan katki ya-
par. Goreli kiitlecekimde basing yalrizca kiitlecekime
kars: destek degildir; ayn1 zamanda kiitlecekimin kay-
nagidir.

Newtoncu birimlere sahip bir potansiyel tanitmak ki-
mi zaman yararhidir:

p(r) = c*®(7). (42)
Bu durumda (41)

dp G (m+4nr’P/c?)
dr  r2(1-2Gm/(rc2))’

(43)

bicimine gelir. Zayif-alan ve diisiik-basing limitinde bu

dp Gm

dr r2’ (44)

olagan Newtoncu kiitlecekim ivmesine indirgenir.

5. Gerilme-Enerji Korunumu ve Hidrosta-
tik Denge

Einstein denklemleri, biiziilmiis Bianchi 6zdesligi ara-
ciligiyla yerel gerilme-enerji korunumunu gerektirir.
Bununla birlikte, radyal bilesenin acikca tiiretilmesi
hidrostatik denkleme giden en acik yoldur. Korunum
denklemi

VTH = 9, TH + T, T +T7, T =0.  (45)

seklindedir. Durgun statik bir miikemmel akiskan icin
sifir olmayan tek kosegen kontravaryant bilesenler

p
Ttt — pe—QCD, T = Pgrr, T@Q — r_2, Tqbqb —
. (46)
seklindedir. Ilgili Christoffel sembolleri
I'y=d, I’y =, (47)
1
Frrr = A’, FQQr = Fq)qbr = ;/ (48)
ve
Igg = —re™*, Ty =-rsin®0e . (49)

seklindedir. T#" yalnizca u = 7 igin sifir olmadigindan,
(45) icindeki ilk iki terim

d o -2a bt 2 po-2A
DT + T4, T = — (Pe™) + (@ + A+ =) Pe™,

(50)
verir. Son terim

I‘*?’yaTy(x - rrttTtt + rrrrTrr + I"}’GQTQQ + rr¢¢T(P(P

2P
= pce ' + N'Pe N 7e—“. (51)

sonucunu verir. Radyal tiirev agilirsa,

d
g

(50)—(52) ifadeleri (45) i¢ine kondugunda, tim A’ ve
2P /r terimleri birbirini gotiiriir ve

Pe M) = e72AP’ — 2A’Pe ™A, (52)

e 2} [P’ + (pc? + P)@'| = 0. (53)

kalir. Bu nedenle

P, dO
i (pc*+P) TR (54)
(42) kullanilarak bu
dpr P\ de
5—‘( +c—2)3' (55)

bi¢ciminde de yazilabilir.

Not 4. Denklem (55), Newtoncu hidrostatik dengenin
tam goreli benzeridir. Ivmeye direnen eylemsiz kiitle
yogunlugu p degil, p + P/c? olur. Basing kiitlegekime
oldugu kadar eylemsizlige de katkida bulunur.

Ayni sonucu ifade etmenin 6zlii bir yolu, statik bir
akiskan elemaninin dort-ivmesidir:

at = u'V,ut. (56)
(3) metrigi icin radyal bilesen
a’ = cZe . (57)

olur. V, T = 0 ifadesinin u*’ye dik izdiistimiinden el-
de edilen Euler denklemi

u
(pc? + P)ay + (ga“ + uig ) V.P =0. (58)

Reklindedir. « = r alinmasi (54) sonucunu verir. Bu bi-
r2 sighg hidrostatik dengenin her akiskan elemaninin an-

Iik durgun gercevesinde yerel kuvvet dengesi oldugu-
nu agtkga gosterir.

6. Tolman-Oppenheimer-Volkoff Denkle-
mi

(41) ifadesinin (54) icine konmast

dpP ) G (m +4mr3P/c?)
—=- P . 59
dr (pe”+ )c2r2 (1-2Gm/(rc?)) (59)
sonucunu verir. Esdeger olarak,
AP Gmp P Artr3P 2Gm\ "
dr — 2 (1+?)(1+ mc2)(1_ rc?
(60)
dm 9
— =4nrp, (61)

dr
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. . I
ve bir hal denklemi —P/pc? = 0.05
P = P(p), (62) 5l —P/pc? =0.10 |
— P/pc? =0.20
ile birlikte (60) denklemi soguk kiiresel goreli bir yildi- O
zin yapisini belirler. Zl)
(60) icindeki ti¢ diizeltme ¢arpani 91 |
P
I=1+—, (63) /
pc
1 | | | 4
Arer3p 0 0.1 0.2 0.3 0.
S=1+——, (64) _ 2
mc? u=2Gm/(rc?)
ve )
2Gm \ ! Sekil 2. Ug temsili basing diizeyi i¢in yerel kompakthik u =
G=1|1- 2 (65) 2Gm/(rc?) fonksiyonu olarak birlesik TOV diizeltme car-
pani. Cizilen egriler basit bir aciklayic1 6lgekleme olarak
seklindedir. Boylece 4mr3P /(mc?) = 2P /(pc?) kullanir.
dpP Gmp
ar 2 186 (66) bicimine gelir. Potansiyel denklemi de benzer bigimde
Newtoncu limit, N s x3p (75)
=T 5T
P 4rP 2Gm dv 221 =2u/x)
— <1, — <1, 7 <L (67) o o
pc mc re olur. (72) ve (74) denklemleri, tiim boyutlu bilginin hal
denklemi il sgunluk olcegi Iigiyla girdi-
varsayimlariyla elde edilir. Bu durumda g1err11 ggrsr; r‘f ?;f;ggirzogun Hie Ol6e! atactigly’a girdt
I =~ S o~ g 21, (68) 0 = 1018 kgm_?’, (76)
ve (60) " c ise
m
< =- ﬂp. (69) r.=10.36km, . = 6.98 Mo. 77)

bicimine gelir. (30) ile birlikte bu, y1ldizsal hidrostatik
dengenin olagan denklemidir.

7. Boyutsuz Bi¢im ve Olcekleme

Sayisal ¢alismalar icin biiyiik boyutlu sabitleri disar1 61-
¢eklemek yararhdir. Karakteristik bir yogunluk p. segip

c

w/4nGp*’

tanimlayalim. Boyutsuz degiskenleri

r. = m, = Amp.r. (70)

x=1, y:m, p= P ezpﬁ. (71)

Ts . pxc?’

olarak tanitalim. Bu durumda kiitle denklemi

e,
L ore (72)

olur. Kompaktlik ¢arpani

2Gm 2y
re2  ox’ (73)
seklindedir. TOV basing denklemi
d + + x3
dp _ (e+p)u+x’p) (74)

dx — x2(1-2u/x)

olur. Dolayisiyla boyutsuz kiitle u = 0.30, M ~ 2.09 Mg
degerine karsilik gelir.

Sekil 2, bir ufka yaklasilmadan 6nce goreli diizeltme-
lerin neden biiytidtigtinii gostermektedir. u = 0.35 de-
gerinde, 1liml basing oranlari bile iki mertebesinde bir-
lesik bir diizeltmeye yol acar. Bu davranig nétron yildizi
i¢ bolgeleri i¢in tipiktir ve Newtoncu yildiz modelleri-
nin belirli bir basing profilinin sagladig1 destegi neden
fazla kestirdigini agiklar.

8. Diizgiin-Yogunluklu Schwarzschild I¢
Coziimii

En basit tam goreli yildiz sabit yogunluga sahiptir:

p(r) = po = constant. (78)
Kiitle denklemi
4
m(r) = 5por’. (79)
verir. Y{izeyde,
4n 3
M = 5 poR”. (80)

olur. Kompaktlik parametresini

_GM

=2 (81)
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Tablo 1. Newtoncu hidrostatik denge ile TOV denkleminin karsilastirilmasi.
Nicelik Newtoncu kuram  Goreli TOV kurami
Kiitle denklemi dm/dr = 4nr?p dm/dr = 4nr?p
Kuvvet yogunlugu -Gmp/r? —(Gmp/r*)I SG
Eylemsizlik diizeltmesi 1 I =1+P/(pc?)
Kiitlegekim kaynag olarak basing  yok S =1+4nr3P/(mc?)
Egrilik diizeltmesi 1 G =(1-2Gm/(rc?))™!
Yiizey kirmiziya kaymasi z ~ GM/(Rc?) z=(1-2GM/(Rc?)" /2 -1
olarak tanimlayalim. O halde 1 3
2Gm(r) 12
e - PR (82) i
2N
TOV denklemi =
= 05} S -
dpP G (po + P/c?) (4mpor3 /3 + Amr3P [ c?) (83) ~ — GM/(IE)CL% =0.05
dr r2 (1 —8nGpor?/(3c?)) ' o 0.95
bigimine gelir. 0 _ 0'381 x x
p
a(r) = (f; . (84) 0 02 04 06 08 1
Poc r/R

tanimlamak uygundur. M = 47poR?/3 kullanilirsa di-
feransiyel denklem

dg _4nGp0r 1+q9)1/3+9)

dr c? 1—-2Br2/R? (85)

olur. P(R) = 0 kosulunu saglayan tam ¢6ziim
P(r)  V1-2pr?/R*—1-2p (86)

poc? 3\ T—28 — [T 28r2/R?

seklindedir. Dolayisiyla merkez basinci
1-1-2
P — = P ) (87)
poc®  3T-28-1

olur. Yildiz i¢indeki kargilik gelen kirmiziya kayma car-
panu

0 = - [ T=25 - VI-27/RE | (88)
seklindedir.

Onerme 1. Izotropik diizgiin-yogunluklu goreli bir yildiz
icin merkez basinci yalnizca

33y1-28> 1. (89)
ise sonludur.

(89) ¢oziilurse,

V1-28> %, (90)

dolayisiyla
1-28> %, (91)

Sekil 3. Diizgiin-yogunluklu Schwarzschild i¢ ¢6zimii igin
merkez basmcina normalize edilmis basing profilleri. Kom-
pakthik arttikga basing destegi giderek daha fazla merkezde
yogunlasir.

ve bundan

p < (92)

elde edilir. Boylece

IGM

R > .
4¢2

(93)

Bu, diizgiin-yogunluk modeli i¢in ve izotropik basing
ile artmayan yogunluk gibi daha genel varsayimlar al-
tinda goreli akigskan kiireleri i¢in Buchdahl smniridir [5].

Not 5. Buchdahl yaricapt R = 9GM /(4c?), Schwarzsc-
hild yarigap: Ry = 2GM/c? degerinden biiyiiktiir. Sta-
tik bir miikemmel-akigkan yildiz, iraksak basing gerek-
tirmeden olay ufkuna keyfi 6l¢tide yakin sikistirilamaz.

Yiizeyde yayilan ve sonsuzda gozlenen bir fotonun
kiitlegekimsel kirmiziya kaymasi

Lo = (M)
veya
zo=(1-28)"% -1, (95)
seklindedir. Buchdahl limitinde (95)
zg < 2. (96)

sonucunu verir.
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9. Hal Denklemleri ve Maksimum Kiitle

TOV denklemi bir hal denklemi verilene kadar kapali
degildir. Soguk nétron yildizi maddesi i¢in ¢gogunlukla

P = P(e), € = pc?. (97)
yazilir. Yararl bir yerel gosterim politroptur:

P = Kp}, (98)

burada py durgun-kiitle yogunlugu, K bir sertlik para-
metresi ve I' adyabatik indextir. Géreli soguk bir polit-
rop icin toplam enerji yogunlugu

p
e 2+_.
€ = poC I—1 (99)

ile yaklasik olarak verilebilir. Ses hiz1

c2 = %. (100)
seklindedir. Nedensellik

c2 < c? (101)
gerektirir. Esdeger olarak,

% <c (102)

(99) ile birlikte (98) politropik bigimi i¢in durgun-
kiitle yogunluguna gore tiirev

dP P
— =TKprt=r—. 103
de pO PO ( )
olur. Karsilik gelen enerji-yogunlugu tiirevi
de 9 r p
— =t ——. 104
dpo -1 Po ( )
seklindedir. Boylece
2 TP 2
s /(poc®) (105)
2 1+TP/[(T -1)poc?]
Yiiksek basingta bu
2
S oron (106)

lim 5
P/(poc?)—co C

sinirina gider. Bu nedenle I' > 2 olan tek bir politrop,
sonlu bir aralikta yararh bir yerel uyum olabilse de key-
fi yiiksek yogunlukta nedensel kalamaz.

Ozgiil goreli entalpi cogu zaman yararhdir:

Poap
=), @

€ + P = pc? + P oldugundan, korunum denklemi

(107)

h(r) + ®(r) = constant. (108)

31|l — yumusak politrop )
—  sert politrop
— ol P = pc? dlgegi
NU [ //
o 4
Q
<
.
1 -
0 4
0 1 2 3 4 ) 6

P/Po

Sekil 4. Nitel politropik hal denklemleri. Daha sert hal denk-
lemleri belirli bir yogunlukta daha yiiksek basing tiretir ve ge-
nel olarak daha biiyiik maksimum kiitleleri destekler; ancak
egim nedensel kalmalidur.

3 R |
2" N |
= — R =2GM/c?
= ——  Buchdahl
1 --- yumusak EOS [
--- sert EOS
—— gozlenen =~ 2Mg
| | I I I
06 8 10 12 14 16 18

R (km)

Sekil 5. Yumusak ve sert nétron yildizi hal denklemleri igin
nitel kiitle-yaricap egrileri. Her egrinin bir maksimum kiitle-
si vardir. Golgeli bolgeler kara delik ve Buchdahl dislama bol-
gelerini gosterir. Gozlenen iki Giines kiitleli pulsarlar, fiziksel
egrinin en az yaklasik 2 M degerine ulasmasini gerektirir.

sonucunu verir. Bu bagint1 goreli yi1ldiz modellemesin-
de siklikla kullanilir.

Merkez yogunlugu p. ile etiketlenen, dénmeyen yil-
dizlardan olusan tek parametreli bir dizi i¢in kiitlege-
kimsel kiitle

M = M(p,). (109)

seklindedir. Radyal kararsizligin baglangici ilk maksi-
mumda gergeklesir:

dM

=0. 110
I (110)
dM

>0 111
D (111)

kosulunu saglayan konfigiirasyonlar normalde temel
radyal moda kars1 kararlidir; maksimumun 6tesindeki-
ler ise kararsizdur.

Modern gozlemler, soguk donmeyen dizinin maksi-

mum kiitlesinin hassas 6l¢iilmiis pulsar kiitlelerini as-
masini gerektirir. PSR J03484-0432

M =2.01 £ 0.04 Mo, (112)
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2 T T T T
Buchdahl
1.5 =
1 f
0.5 f
0 | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4

B = GM/(Rc?)

Sekil 6. Kompaktligin fonksiyonu olarak ytizey kiitlecekim-
sel kirmiziya kaymasi. Goreli kirmiziya kayma siradan yildiz-
lar icin kiigiiktiir; ancak notron yildizlar: i¢in dogrudan goz-
lenebilir bir giiclii-alan etkisidir.

kiitlesine sahiptir ve PSR J07404-6620 kiitlesi

M =~ 2.08 Mo. (113)

yakinindadir. Bu 6l¢timler, niikleer-iistii yogunlukta
fazla yumusak olan hal denklemlerini diglar [13, 14, 15].
Genel olarak, gecerli donmeyen maksimum kiitlelerin

Max ~ 2-3 Mo, (114)

mertebesinde olmasi beklenir; kesin deger yiiksek-
yogunluk hal denklemine baghdur [11, 12].

10. TOV Denklemlerinin Sayisal Integras-
yonu

Sayisal bir yildiz modeli, bir merkez yogunlugu veya
merkez basinci belirtilerek elde edilir. Baglasik birinci
mertebe sistem

dm _

4 2
P nr‘p(P), (115)
3 -1
QZ_Gmp(P) L p 1+47er 1_2Gm .
dr 72 p(P)c? mc? rc?
(116)

seklindedir. Merkez sinir kosullar:

m(0) =0, P(0) = P.. (117)

olur. (116) ifadesi m/r? igerdiginden, integrasyona se-
ri acilimlar1 kullanilarak kiigiik bir yaricapta baslanur.
Merkeze yakin,

m(r) = L%npcﬁ +0(r®), (118)
ve
P(r)=Pc - %(Pc +Pc/c?)(pe + 3Pc/cH)r? + O(r?).
(119)

olur. Yiizeye

P(R) = 0. (120)

EOS se¢
P(p)
\

P.se¢ |
m(0)=0al|

Y

TOV'u r boyunca Cok sayida P,
disa dogru integre et degeri i¢in yinele

\
P(R)=0
oldugunda dur

Y

M =m(R), R

kaydet

Sekil 7. Bir kiitle-yaricap dizisinin sayisal insas1. Merkez ba-
sici tek bir yildiz modelini etiketler; bunun degistirilmesi
denge egrisini tiretir ve maksimum kiitleyi ortaya ¢ikarir.

oldugunda ulagilir. O zaman

M = m(R). (121)
Kirmiziya kayma potansiyeli
do 1 dP
dr ~ pc2+Pdr’ (122)
denkleminden, siir kogulu
1 2GM

ile integre edilebilir.

Baryonik kiitle kimi zaman kiitlecekimsel kiitleyle
karsilagtirma i¢in hesaplanir:

R -1/2
M, = 4r / po(r)(l—QCiTCnQ(r)) r2dr. (124)
0

Baglanma enerjisi daha sonra
Ep = (Mp — M) (125)

olur. Nétron yildizlar icin Ej tipik olarak Mc? degeri-
nin 6nemli bir kesridir ve konfigiirasyonun gtiglii kiit-
lecekimini yansitir.

11. Coziimlii Sayisal Uygulamalar

Yararl sabitler

GM ,
02® =1.4766km, My = 1.9885 x 10°0 kg. (126)
seklindedir.
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11.1. Kiitleli bir nétron y1ldizinin kompaktlig: ve kir-
miziya kaymasi

M =208M,, R=124km. (127)
olan bir nétron yildiz1 diisiinelim. Kompaktlig
o
= 0.248. (128)
olur. Schwarzschild yaricapi
Rs = 2R = 6.15km. (129)
seklindedir. Yiizey kirmiziya kaymasi
ze=(1-2B)"Y2 -1
= (1—0.496)""/% — 1 = 0.409. (130)

olur. Dolayisiyla yiizeyde E, enerjisiyle yayilan bir fo-
ton sonsuzda
E.

Ew =
1+ z

= 0.710E,. (131)

enerjisiyle gozlenir.
Ortalama yogunluk
. 3M
p= 47tR3
3(2.08)(1.9885 x 102 kg)
T 4m(1.24 % 104 m)3
=5.18 x 10" kgm™3.

(132)

olur. Statik yerel bir gézlemci tarafindan 6lgciilen goreli
ylizey kiitlecekimi

GM (. 26M\ '
85=F( _W) - (133)
seklindedir. Ayni yildiz icin
gs =2.53x 102 ms2 (134)

elde edilir.

11.2. Diizgiin-yogunluk modelinde merkez basinci

M=140Mo, R=12.0km. (135)
alalim. Bu durumda
1.4766(1.40
_ LAT66040) _ 7 (136)

12.0

olur. Bumodelde sabit yogunluga esit olan ortalama yo-
gunluk

po =3.85x 10" kgm™3. (137)

degerindedir.
1-2B=10.810, (138)

oldugundan, (87) denklemi
P 1-0.81

po; = 3(0.8?5_01 =0.133. (139)

verir. Boylece
P, = 0.133 poc? = 4.61 x 10% Pa. (140)

Bu basing yersel standartlara gére muazzamdir; fakat
nétron yildizi i¢ bolgeleri igin tipiktir.

11.3. TOV diizeltme carpanlarinin biiyiikliigii

4mr’ 2
Looa, P20, ZM g3
pc mc re
(141)
olan bir yaricapta diizeltme ¢arpanlar:
=110, S8=120, G=154. (142)
olur. Carpimlar1
7 8G=2.03. (143)

degerindedir. Bu nedenle gereken basing gradyani, ay-
n1m, v ve p icin Newtoncu degerin yaklasik iki katidur.
Goreli yildizlar1 desteklemek, Newtoncu sezginin éner-
diginden daha zordur.

11.4. Diizgiin-yogunluklu bir yildizin baglanma
enerjisi

Diizgiin-yogunluk ¢dziimii baglanma enerjisi icin say-
dam bir kestirim de verir. Durgun-kiitle yogunlugu sa-
bit yogunluk pg ile 6zdeslestirilirse, baryonik kiitle

R 2
rdr
My =4n _— (144)
P 0 +/1-2pr2/R?
olur. y = r/Rilebu
1 2
d
My _q A (145)

M

bigimine gelir. Integralin kapali bigimi

[sin_l V2B - M] . (146)

seklindedir. 1.40 M, 12.0km 6rnegi igin f = 0.172 ve
(146)

My 3
M " 20p)7

My
— =1.135. 147
M 35 (147)
sonucunu verir. Dolayisiyla
M, —M =0.189 M. (148)
Karsilik gelen baglanma enerjisi
Ep = 0.189 Myc? = 3.38 x 10%0 J. (149)
olur. Bu,
Ev _ 135 (150)
Mc2

oraninda kiitlecekimsel kiitle enerjisine karsilik gelir.
Gergekgi yildizlar merkezde yogunlagtigindan ve p igi-
ne i¢ enerji katkilari icerdiginden kestirim modele bag-
Iidir; ancak nétron yildizi baglanma enerjilerinin astro-
fiziksel olarak muazzam oldugunu dogru bicimde gos-
terir.
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12. Genisletmeler ve Gozlemsel Testler

TOV denklemi, goreli yildiz modellerinin daha genis
hiyerarsisi icin dénmeyen temel durumdur. Giincel
kompakt-cisim astrofiziginde birkag genisletme 6nem-
lidir.

[k olarak, dénme hem denge bicimini hem de dis
¢okkutup momentlerini degistirir. Yavas donme limi-
tinde yildiz agisal momentumu

] =10, (151)

seklinde yazilir; burada I eylemsizlik momenti ve Q
sonsuzda Olgtilen agisal hizdir. Cergeve siirtiklenme-
si, yerel eylemsiz cercevelerin w(r) agisal hizini tantir.
(Yda birinci mertebeye kadar, akiskanin yerel eylemsiz
cercevelere gore agisal hizi

a(r) = Q- w(r). (152)

seklindedir. Eylemsizlik momenti yaklasik olarak kiit-
le ve yaricap tarafindan kisitlanir ve bir ¢ift pulsarda I
6lctimii hal denklemini giiclii bicimde smirlandirir.

Ikinci olarak, manyetik alanlar ve elastik gerilmeler
basinci anizotropik héle getirebilir. Basit bir anizotropik
gerilme tensorii radyal ve tegetsel basinglara, P, ve P,
sahiptir. Hidrostatik denklem sematik olarak

P, 4Anr3P, _2Gm

13. Tartisma

Tiiretim statik, kiiresel, izotropik bir miikemmel akig-
kan varsaymustir. Bu varsayimlar kisitlayici fakat giic-
lidiir. Donmeyi, manyetik alanlari, elastik kabuk kay-
masini, siiperakiskan ¢ok-akiskan dinamigini, sicaklik
gradyanlarini ve zamana bagimmhilig1 dislarlar. Yavas
donen notron yildizlar1 Hartle-Thorne bigimciligiyle
pertiirbatif olarak ele alinabilirken, hizli dénen yildiz-
lar iki boyutlu sayisal gorelilik gerektirir. Gliclii man-
yetik alanlar anizotropik gerilmeler olusturabilir ve 1s1l
etkiler proto-nétron yildizlarinda ve birlesme kalintila-
rinda zorunludur. Bununla birlikte TOV denklemi, bu
iyilestirmelerin dl¢tildiigii temel ¢izgi olmayi stird{irtir.

Newtoncu ve goreli denge arasindaki en dnemli kav-
ramsal fark basincin roltidiir. Newtoncu kuramda ba-
sin¢ yalnizca gradyani araciigiyla gortintir. Uzaysal
olarak diizgiin basmncin kiitlegekimsel etkisi yoktur. Ge-
nel gorelilikte basing T#, tensériine ve dolayisiyla eg-
rilige katkida bulunur. Bu katki TOV denkleminde iki
kez goriiniir: basing p + P/c? araciligiyla eylemsiz yo-
gunlugu artirir ve m + 4nr®P/c? araalhigiyla etkin kiit-
lecekimsel kiitleyi artirir. Ugiincii bir diizeltme, (1 —
2Gm [(rc?))~! ile temsil edilen uzaysal egrilikten dogar.
Bu etkilerin tiimii denge icin gereken basing gradyani-

pc? mc? rc?

dp, Gmp
dr__r_2(1+ )(1+ )(1

(153)
bigimine genellesir. Son terim miikemmel-akiskan den-
gesine bir goreli diizeltme degildir; anizotropik geril-
menin neden oldugu bir kuvvettir. Pozitif P; — P, ek
disa dogru destek saglarken, negatif P; — P, ters etki
yapar.

Ucilincti olarak, cift sistem ice sarmallar1 bir yildizin
dis gelgit alanina verdigi yaniti yoklar. Baslica boyutsuz
gelgit sekil degistirebilirligi

Rc?

) 5
Atidal = gkz (—) , (154)

GM
seklindedir; burada ko kuadrupol Love sayisidir. R/M
tizerindeki giiclii besinci kuvvet bagimliligi, kiitlece-
kim dalgalarimin yarigaplara 6zellikle duyarli oldugu
anlamina gelir. GW170817 c¢ift nétron yildiz1 olay: gel-
git sekil degistirebilirliklerini kisitlamis ve bu nedenle
kanonik-kiitleli nétron yildizlan icin asir1 biiytik yari-
caplar elverigsiz kilmigtir [16]. Uygulamada aday bir
hal denklemi, TOV denklemleri ¢6ziilerek, M(R) ve
gelgit yanit1 hesaplanarak ve 6ngortilen gozlenebilirler
pulsar zamanlamasi, X-151n1 atim profilleri ve kiitlege-
kim dalgasi verileriyle karsilastirillarak test edilir.

Son olarak, tanimlanabilir tayfsal 6zellikler mevcut
oldugunda yiizey kirmiziya kaymasi dogrudan bir
kompaktlik gozlenebiliridir. Olgiilmiis bir kirmiziya

GM 1 [ 1

kayma

Rez ~ 2| (1+zs)2} '
belirler. M ve R degerlerini ayr1 ayr1 belirlemez; ancak
bagimsiz bir kiitle veya yaricap ol¢timiiyle birlestirildi-
ginde goreli yildiz yapisinin siki bir testi haline gelir.

(155)

10

Buchdahl sinir1 sonucu agikca gosterir. Diizgiin yo-
gunluk gibi yapay olarak elverigli bir durumda bile
merkez basinct R 9GM /(4c?) konumunda 1raksar.
Gergekgi hal denklemleri tam olarak diizgiin yogunlu-
ga sahip degildir ve nedensellik ek kisitlar getirir. Mak-
simum kiitlenin varhig: fiziksel olarak sundan kaynak-
lanir: merkez yogunlugu artirildiginda, konfigiirasyon
yeterince kompakt héle geldiginde kiitlecekim basing
desteginin telafi edebileceginden daha hizli giiclenir.
Maksimum kiitle evrensel bir sabit degildir; yiiksek-
yogunluk niikleer hal denklemine baghdir. 2 My ya-
kinindaki gozlenen pulsarlar, soguk yogun maddenin
niikleer doyum yogunlugunun tizerinde yeterince sert
olmasi gerektigini ima eder; ancak nedensellik ve gelgit-
sekil degistirebilirligi kisitlar1 ne kadar sert olabilecegi-
ni sinurlar [12, 15].

Kiitle-yaricap gozlemleri, atim-profili modellemesi,
cift nétron yildiz1 birlesmelerinden gelen kiitlegekim
dalgalar1 ve niikleer deneyler artik niikleer-iistii yo-
gunlukta P(p) bagmtisini birlikte kisitlamaktadir. TOV
denklemi mikrofizik ile gbzlenebilirler arasindaki kop-
riidiir: 6nerilen bir hal denklemi i¢in M(R), kompaktlik,
kirmiziya kayma, gelgit sekil degistirebilirligi ve karar-
lihig1 6ngoriir. Tersine, gozlemler yersel laboratuvarlar-
da erisilemeyen yogunluklarda izin verilen basinci si-
nirlar.

)_1 . 9(P, pypiiyiikligiini artirr.

14. Sonug

Statik kiiresel metrikten, mitkemmel-akiskan gerilme-
enerji tensoriinden, Einstein denklemlerinden ve yerel
gerilme-enerji korunumundan baslayarak TOV denkle-
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mini standart ¢arpanlara ayrilmis bigiminde tiirettik: verir. Us alinirsa,
dP _ Gmp( P \(  4mwrP\( 2Gm)|" 113 _ oA, (164)
dr 12 pc? mc? rc? ) g+1
i otk dipe ) Yiizey kosulu (1) = 0,
Tiiretim, goreli hidrostatik dengenin kiigiik diizeltme-
ler eklenmis Newtoncu denge degil, basing gradyanla- c 1 (165
rin1 uzayzaman egriligine baglayan geometrik bir ko- 27 34, )
sul oldugunu gosterir. Ilk diizeltme ¢arpani basing ey- o .
lemsizligini, ikincisi kiitlecekim kaynag olarak basin-  degerini sabitler. Boylece
a1, liglinciisii ise uzaysal egriligi temsil eder. Zayif-alan, 3A(a+1/3) = A 41 166
diistik-basing limitinde denklem Newtoncu hidrostatik (4 +1/3) ()(g +1). (166)
dengeye indirgenir. Bu dogrusal denklemin ¢ igin ¢dziilmesi
Diizgiin-yogunluklu Schwarzschild i¢ ¢6ziimii, gore-
li basincin kompaktlikla nasil arttigini1 ve Buchdahl si- g(x) = m, (167)
nirina nasil yol agtigini agikga gosterir: 3As — A(x)

IGM

R > R (157)
Notron yildizlari i¢cin TOV denklemi, nedensel bir
yliksek-yogunluk hal denklemiyle birlestirildiginde
maksimum kiitleye sahip kiitle-yaricap dizilerini 6ngo-
riir. Kiitleleri 2 My yakininda olan gozlenen pulsarlar
hal denkleminin yeterince sert olmasini gerektirirken,
nedensellik ve kompaktlik olas1 yarigaplar ile maksi-
mum kiitle araligini sinirlar. Bylece TOV denklemi ge-
nel goreliligi, niikleer fizigi ve astronomik gozlemi bir-
birine baglayan temel araglardan biri olmay1 siirdiiriir.

A. Diizgiin-Yogunluk Coziimii I¢in Cebir-
sel Ayrintilar

Bu ekte (86) sonucuna goétiiren ara integrasyon adimla-
r1 verilmektedir.

x = % A(x)=\1-2px2, A, =+1-2B.

(158)
olsun. Diizgiin yogunluk igin (85)
dg 3px dx
=- . 1
1+9@/3+9) 1—2Bx? (159
bigiminde yazilabilir. Sol taraf
1 3 1 3 1
A+q/3+q)  21+q 21/3+q (160)
olarak ayrisir. Bu nedenle
d +1/3
_da 3 (1B e
1+9)(1/3+q) 2 g+1
Sag tarafin integrali
xdx 3 o
olur. Bu sonuglarin birlestirilmesi
g+1/3\ _ 1 Conn2
ln( P 2111(1 2Bx%) + C1. (163)

sonucunu verir; bu da (86) ifadesidir.

B. Merkez Seri A¢ilimi

Sayisal integrasyonlar1 baglatmak icin kullanilan seri
a¢ilimi dogrudan TOV denkleminden gelir.

P(r) = P. + Por® + O(r?).
(168)
oldugunu varsayalim. Bu durumda kiitle denklemi

p(r) = pc + par? + O(r),

m(r) = 4?npcr?’ +0(r°). (169)
verir. Carpanlara ayrilmamis TOV denklemine koyma,
onde gelen mertebede

(31—1: = —%(pc +P./c®)pe +3Pc/c*)r + O(r?). (170)
sonucunu verir. dP/dr = 2Psr + O(r?) oldugundan,

Py = _%(Pc + Pc/cz)(Pc + SPC/CQ)'

(171)
bulunur. Bu, (119) ifadesini yeniden tiretir ve pozitif yo-
gunluk ve basing i¢in P’(0) = 0 iken P”(0) < 0 oldugu-
nu agikca gosterir.
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