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Ozet. Schwarzschild ¢éziimii, genel goreliligin tekil asimptotik olarak diiz, kiiresel simetrik vakum geometrisidir ve
modern kara delikler kuraminin, goéreli yildiz yapisinin, kompakt-cisim dinamiginin ve kuvvetli-alan merceklenme-
sinin matematiksel temelini olusturur. Bu makalede, Schwarzschild metrigi iki bilinmeyen radyal fonksiyon iceren
statik kiiresel simetrik ¢izgi elemanindan tiiretilmekte, sifirdan farkli Christoffel sembolleri ve Ricci tensorii bilesen-
leri acikga hesaplanmakta ve vakum Einstein denklemleri adim adim ¢oziilmektedir. Integrasyon sabiti Newtoncu
zayif-alan limitiyle belirlenerek Schwarzschild yarigap1 rs = 2GM/c? elde edilmektedir. Daha sonra jeodezik hareket,
jeodezik Lagrangiyeninden korunan enerji ve acisal momentum tiiretilerek, kiitleli pargaciklar ve fotonlar igin etkin
potansiyeller kurularak ve dairesel yoriingeler, en i¢ kararli dairesel yoriinge, marjinal bagh yoriinge, foton kiiresi
ve kara delik golge 6lgegi belirlenerek analiz edilmektedir. Olay ufkundaki koordinat tekilligi, 6z zaman ve koor-
dinat zaman cinsinden radyal diisiis araciligiyla yorumlanmakta ve iceri giren Eddington—Finkelstein koordinatla-
r1 kullanilarak giderilmektedir. Kiitlegekimsel kirmiziya kayma, giinberi devinimi, 1s1k sapmasi, Shapiro gecikmesi,
kompakt-yildiz kirmiziya kayma kestirimleri ve Olay Ufku Teleskobu agisal 6lgekleri dahil gozlenebilir testler nicel
olarak tartisilmaktadir.
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1. Giris

Schwarzschild metrigi goreli astrofizikte merkezi bir
konuma sahiptir. Einstein alan denklemlerinin ilk tam
¢oziimiidiir ve genel goreliligin nihai formiilasyonun-
dan birkag ay sonra 1916 yilinda bulunmustur [1, 2].
Basit goriintimiine karsin, kuvvetli kiitlegekimin ayurt
edici olgularinin bircogunu igerir: kiitlecekimsel zaman
genlesmesi, olay ufuklari, goreli yoriingesel devinim,
kararsiz foton yoriingeleri ve kara deliklerin optik go-
riniimii. Ayrica, Birkhoff teoremiyle bicimsellestirildi-
gi tizere, cismin i¢ bilesiminden veya dinamik radyal tit-
resiminden bagimsiz olarak, yalitilmig, dénmeyen, kii-
resel simetrik herhangi bir cismin dis uzay-zamanidir
[3,5,8].

Newtoncu kiitlecekimde, kiiresel bir cismin dis kiitle-
¢ekim alani tamamen kiitlesi tarafindan belirlenir. Ge-
nel gorelilik bu sonucu daha derin bir geometrik bigim-
de korur: madde dagilimimin disinda, kiiresel simetri
ve vakum Einstein denklemleri uzay-zaman metrigini
tek bir kiitle parametresine kadar tekil olarak belirler.
Newtoncu potansiyel ® = —GM/r ancak zayif-alan,
yavas-hareket limitinde geri elde edilir. Tam goreli so-
nug, Newtoncu skaler potansiyeli ¢izgi elemaru

-1
qs? = — (1 - %) 2dr? + (1 - rr—s) ar? +r2d0?, (1)

olan egri bir Lorentz geometrisiyle degistirir; burada

2GM

= dQ? = d6? +sin”> 0dp?.  (2)

rs =

Koordinat yaricap: ¥ = rs Schwarzschild olay ufkudur.
Giines kiitleli bir cisim igin r3 ~ 2.95 km; kiitlesi M =~
6.5x10° M olan M87’deki kara delik igin kargilik gelen
uzunluk 6l¢egi astronomiktir.

Bu makalenin amacy, ileri lisans ve lisanstistii diizey
i¢gin uygun, eksiksiz bir tiiretim ve fiziksel analiz sun-
maktir. Egrilik koordinatlarinda en genel statik kiire-
sel simetrik ansatzdan baslayacak, baglantiy1 ve egrili-
gi acikca hesaplayacak, vakum alan denklemlerini ¢6-
zecek ve ardindan elde edilen geometriyi jeodezik ha-
reketi incelemek i¢in kullanacagiz. Birimlerin korunma-
sina, koordinat etkilerinin degismez fizikten ayrilmasi-
na ve matematiksel sonuglarin gozlemlerle iliskilendi-
rilmesine 6zel vurgu yapilmaktadir.

Schwarzschild ¢6ziimii yalnizca tarihsel bir doniim
noktasi degildir. Kompakt-cisim gevreleri, y1gilma akis-
lar1, goreli jetler, bliytik kiitleli kara deliklerin yaki-
nindaki yildiz dinamigi, kiitlecekimsel merceklenme
ve goreli kiitlecekim testleri igin yerel modeli saglar
[7, 6,9, 10]. Astrofiziksel kara delikler dontiyor olma-
larina ve bu nedenle Kerr metrigiyle daha dogru betim-
lenmelerine ragmen, Schwarzschild geometrisi temel
ilk yaklasiklik ve olay ufuklarini ve foton yakalanma-
sin1 anlamanin kavramsal temeli olmaya devam eder.

2. Fiziksel ve Matematiksel Cerceve

2.1. Vakumda Einstein denklemleri

Genel gorelilik, geometriyi maddeye Einstein alan
denklemleri aracihigiyla baglar:

8nG
C_4Tyv~ (3)

1
GHV = RHV — §ngv =
Yalitilmus kiiresel bir cismin diginda gerilme-enerji ten-
soru sifirdir:

T, = 0. (4)
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(3) denkleminin dort boyutta izini almak

$7G
GHy=R—-2R=-R=—2"Th, (5)

sonucunu verir. Béylece vakumda
R=0, (6)
ve alan denklemleri
Ry = 0. (7)

bigimine indirgenir. Dolayisiyla gorev, Ricci tensorti s1-
fir olan tiim statik kiiresel simetrik metrikleri bulmak-
tar.

Tanim 1. Bir uzay-zaman, hiperyiizey ortogonal za-
mansi Killing vektor alanmna sahipse statiktir. Dénme
grubu SO(3), iki boyutlu uzays: yoriingelerle izomet-
riler yoluyla etki ediyorsa kiiresel simetriktir.

Statiklik, dénmeyi ve zamana bagh kiitlecekimsel 151-
nimi diglar. Kiiresel simetri, metrigin agisal kisminin bi-
rim iki-kiire tizerindeki metrikle orantili oldugunu ima
eder. Radyal koordinat r 6yle segilir ki sabit ¢ ve r kiire-
lerinin alan1 47t#2 olsun. Bu, alan yarigapidir; zorunlu
olarak 6z radyal uzaklik degildir.

2.2. Statik kiiresel simetrik ansatz

Alan koordinatlarinda en genel statik kiiresel simetrik
metrik

ds? = —A(r)c2dt* + B(r)dr* +r2d6% +r?sin® 0 dp>. (8)
biciminde yazilabilir. A(r) ve B(r) fonksiyonlarinin dis

statik bolgede pozitif oldugu varsayilir. Asimptotik
dtizlik

lim A(r)=1,  lim B(r) = 1. (9)
r—o00 r—oo

kosulunu gerektirir. Metrik bilesenleri
guv = diag (~Ac?, B, r*, r*sin® 0) (10)

ve ters metrik

1 1 1 1
B = di (——, =, =, —) 11
g PE\T A2 B’ 12 r2sin? 0 (1)
seklindedir. Us isaretleri r’ye gore tiirevi gosterecektir.
Christoffel sembolleri

o 1 o
T = 58 (Qugpy +0vgpu = Ipgw) - (12)

ile belirlenir. Metrik kosegen oldugundan ve ¢ ile ¢p’den
bagimsiz oldugundan, baglant: katsayilarinin ¢ogu si-
firdir.

3. Ansatzin Baglantisi ve Egriligi

3.1. Christoffel sembolleri

Zamansal bilegenler i¢in tek radyal tiirev

8,gtt = —C2AI(T). (13)
olur. Dolayisiyla
1 A’
Iy =T = §g”8rgtt =54 (14)
c2A’
T t = ——g”&rgtt 9B . (15)
Saf radyal katsay1
I =1g”8g :—, (16)
rr 2 r&rr 2B

seklindedir. Agisal-radyal baglasmalar 9,9 = 2r ve
d; oo = 21 sin? 6 ifadelerinden gelir:

r
oo = -4, (17)
rsin® 0
Iop = ——3—, (18)
1
9 =T0% = -, (19)
1
[ =T%, = - (20)

Son olarak, birim kiire tizerindeki i¢sel baglanti

F9¢¢ = —sinBcos 0, (21)

F%¢ = F(qug = cot 0. (22)
sonuglarin verir. (14)—(22) denklemleri sifirdan farkli
bagimsiz Christoffel sembolleridir.

Not 1. ¢ carpanlari yalnizca ¢ iceren bilegenlerde ortaya
cikar. ¢ sabit oldugundan ¢ogu egrilik denkleminden
sadeleserek ¢ikarlar; baslica rolleri boyutsaldir ve t'nin
uzunluk yerine zaman birimine sahip olmasini saglar.

3.2. Ricci tensorii bilesenleri
Ricci tensorii
Ruy = 9aT% 1 = 0T uq + T TP ap = TP aT% 5. (23)

seklindedir. Vakum denklemleri i¢in gereken bagimsiz
bilesenleri hesaplayalim.

Ryt igin zaman tiirevleri yok olur. Ik terim

C2 A" A’B’
r = — — — —
o7y = & ( oA ) (24)
olur. Ugiincii terime giren iz
A" B 2
g, = 4+ 2 42
I sAatsgts (25)
seklindedir. Bu nedenle
AV (A B2
b, = S0 (L 2 4 2 2
i = g (2A+2B ) (26)
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Dérdiincii terim, T, ve I iceren iki esit katkiy1 igerir:

CZA/Q
TP T%g = — ) 27
tal tf 2AB ( )
Bunlar1 birlegtirmek
2 'R’ 72 ’
N PV A’B B A 2A
Re=sp|V "S5 24" (28)
sonucunu verir.
R, i¢in
A// A/2 A/B/ B/
Ry=-—+—"c+—=+—. 29
7 2A " 4A%? " 4AB  Br (29)
elde edilir. Acisal bilesen Rgg ise
1 rB rA’
-1-= _ )
Reo B 282 T 2AB (30)

seklindedir. Kalan agisal bilesen kiiresel simetriyle ilis-
kilidir:
Rgo = sin® 6 Rop. (31)

(28), (29) ve (30) denklemleri ansatzin temel egrilik ige-
rigini olusturur.

4. Vakum Alan Denklemlerinin Coziilmesi

4.1. A(r)B(r) = 1 sonucunun tiiretimi

Vakum kosullar1

Rtt = 0, Rry = O, RQQ = 0 (32)

seklindedir. Ozellikle verimli bir bilesim

Rit | Rer

olarak verilir. (28) ve (29) ifadelerinin yerine yazilmasi,
ikinci tiirev ve karesel terimlerin sadelesmesini saglar:

1 (A B
=B (z * E) (34)
1 d

Dis bolgede B ve r sifir olmadigindan,
4 In(AB) =0 (36)
dr e

Buna gore
A(r)B(r) = Cy, (37)

burada C; sabittir. Asimptotik diizlik (9), C; = 1 ge-
rektirir; dolayisiyla

B(r) = — (38)

A(r)B(r) =1, A0)

Bu sonucun basit bir yorumu vardir: Schwarzschild ko-
ordinatlarinda, kiitlecekimsel kirmiziya kayma carpani
ile radyal gerilme ¢arpani vakumda birbirinin tersidir.

4.2. A(r) =1-rs/r sonucunun tiiretimi

(30) iginde B = 1/A kullanarak
B =-__. (39)

hesaplariz. O halde

_ _ r{ A"\ o rA
0=Rgp =1 A+2( AQ)A 5 (40)
=1-A-rA" (41)
Boylece
rA’+A=1. (42)
Bu,
4 (rA)=1 (43)
dr o
ifadesine denktir. Integrasyonla
rA=r+C,, (44)
veya
Cs
Alr)=1+ - (45)

elde edilir. C, sabiti Newtoncu limite eslestirme ile be-
lirlenir.

Zayif-alan, yavas-hareket limitinde metrigin zaman-
zaman bileseni Newtoncu potansiyelle

20
Qi 2—(1+C—2) c2. (46)
iligkilidir. g;t = —Ac? oldugundan,
20
A(T) ~1+ C_2 (47)

kosulunu isteriz. Merkezi bir kiitle M igin

GM
Dolayisiyla
2GM
Alr)~1- 4
() =1-2 (49)
(45) ile karsilagtirma
2GM
Co=——5—. (50)
c
sonucunu verir. Schwarzschild yarigapini
2GM
rs = —5—, (51)
c
olarak tanimlayarak
-1
A =1-2, B =(1-%) . (=)

elde ederiz. (8) iginde yerine yazma Schwarzschild ¢iz-
gi elemanini verir:

-1
ds? = — (1 _ rf) 2df? + (1 - rf) dr? + r2dQ2. (53)
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Sekil 1. rs = 2GM/ ¢2 birimleri cinsinden Schwarzschild ge-
ometrisinin karakteristik yaricaplari. Olay ufku r = rs konu-
munda, foton kiiresi r = 1.5rs konumunda, marjinal bagh za-
mans1 dairesel yortinge r = 2rs konumunda ve en i¢ kararli
dairesel yoriinge r = 3rs konumundadr.

Teorem 1 (Birkhoff teoremi). Vakum Einstein denklem-
lerinin her kiiresel simetrik ¢6ziimii, yerel olarak Schwarzsc-
hild ¢éziimiiniin bir parcasina izometriktir. Sonug olarak, kii-
resel simetrik bir cismin dis kiitlecekim alani, cisim radyal
titresimler yapsa bile statiktir.

Not 2. Birkhoff teoreminin uzay-zaman geometrisini
iceren Newtoncu bir benzeri yoktur; ancak kabuk te-
oremini genellestirir. Ayrica kusursuz kiiresel bir yildiz
¢okiistintin kiitlecekim dalgalar1 yaymadigini da ima
eder: kiitlegekimsel 1s1n1m, zamana bagli bir kuadrupol
veya daha yiiksek ¢ok-kutup momenti gerektirir.

5. Kiitlecekimsel Zaman Genlesmesi ve Kir-
miziya Kayma

Sabit r, 0, @ konumundaki duragan bir gozlemci igin
¢izgi eleman

ds? = —c2dr2 = — (1 - 773) 2d¢2. (54)

kosulunu saglar. Bu nedenle yerel gézlemcinin 6l¢ttigii

0z zaman aralig1
/ s
dt = 1- 7 dt. (55)

olur. Kutlecekim alaninin daha derinindeki saatler, son-
suzda normalize edilen koordinat zamanina gore daha
yavas ¢aligir.

Biri r, yaricapinda 1s1k yayan, digeri 7, yaricapinda
bunu gozleyen iki statik gozlemci diislinelim. Zamansi
Killing vektoriiyle iligkili korunan foton enerjisi

Ew
hv(r) = ———. (56)
1—rg/r

sonucunu ima eder. Dolayisiyla

Vo L—rs/re
— =4 57
Ve \fl—rs/ro (57)

Sonsuzda gozlem igin, r, — oo, bu ifade

Voo [ 1

—=,/1-—

Ve Te (58)
bicimine gelir. Kiitlegekimsel kirmiziya kayma

v r\ 2
1+z=—e=(1——s) . (59)
Voo Te

seklindedir. 7, — rf ikenz — co. Buiraksama, 6z ivme-
leri de ufukta iraksayan statik gozlemciler tarafindan
yayilan fotonlara iliskindir. Serbest diisen bir gézlemci-
nin orada yerel bir tekillikle karsilastig1 anlamia gel-
mez.

Statik bir goézlemcinin dort-huz1 u*u, = —c? ile belir-
lenir ve yalnizca zaman bilesenine sahiptir:

1
l—rs/r’

Gozlemci jeodezik harekette degildir. Dort-ivmesi
at = u"V,u¥. (61)

seklindedir. (15), A = 1 — r5/r ve B = 1/A ile kullanil-
diginda, sifirdan farkl tek bilesen

c?rs

a" =T"(u')? = :
()" = o

(62)
olur. Gozlemcinin tasidig1 bir ivmedlgerin 6l¢tiigii de-
gismez biiytikliik

GM
a=+/gra’a = ———. (63)
" r2\1—rs/r

seklindedir. Biiylik yaricapta bu Newtoncu deger
GM /r? olurken, ufukta raksar. Boylece, Schwarzschild
ufkunun hemen tizerinde asili kalmak siirsiz roket iv-
mesi gerektirir; oysa serbest diisen gerceveler yerel ola-
rak diizenli kalir.

6. Jeodezik Hareket

6.1. Lagrangiyen ve hareket sabitleri

Jeodezikler, zamansi egriler icin 6z zamarni veya null
egriler icin afin parametreyi ekstremal kilar. Kiiresel
simetriyle izin verilen eslek diizlemde 6 = m/2, Sch-
warzschild ¢izgi elemani Lagrangiyeni

—1 .
20f = — (1 - rf) 22 4 (1 - 775) 24202, (64)

olarak verir; burada nokta, kiitleli parcaciklar i¢cin 6z za-
man 7’ya, fotonlar icin ise afin parametre A’ya gore tii-
revi gosterir. Normalizasyon kosulu

1, kiitleli pargacik, (65)
0, foton.

2L = —xc?, K= {
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seklindedir. ¢ ve ¢ gevrimsel koordinatlar oldugundan
iki korunan nicelik vardir. Kiitleli parcaciklar i¢in birim
durgun kiitle bagina korunan enerji

E= (1 - rf) 2, (66)

ve birim durgun kiitle bagina korunan agisal momen-
tum
L=r%¢. (67)

seklindedir. (65) i¢ine yerine koyma

E?2 rs\71 ., L2 )
= 4 (1-2) 2=
c2(1—rg/r) +( r) e r2 ¢ (68)

sonucunu verir. 1 — 7, /r ile carpmak radyal denklemi

. E?
#2 + Ve (r) = = (69)

etkin potansiyel
rs\ [ o L2
Veﬁ(r):(1—7) 2+ (70)

ile verir. ¢?(1 — r5/r) terimi goreli kiitlegekimsel katki-
dir; agisal momentum terimi ise ayn1 kirmiziya kayma
carpan tarafindan degistirilir. Bu degisiklik, Newtoncu
kiitlecekimde bulunmayan i¢ kararsiz bolgeyi iiretir.

Fotonlar i¢in korunan nicelikleri

d¢
L, = 1’25. (72)
olarak tanimlayalim. Null kosul
2 2
dr E
() + v = 22 73)
denklemini verir; burada
L2
T %
V() = (1-2) 5. (74)

6.2. Dairesel kiitleli yoriingeler ve ISCO

Dairesel zamansi bir yoriinge

chﬂ'
=0, O 0 (75)

kosullarin saglar. (70) ifadesinin tiirevi:

dVeg 715 ( 9 L_Q)_(l_r_s) 212

dr r2 r2 r) 3’

(76)

Bunu sifira esitleyip r? ile garpmak

L? 2rs L2
r562r+r57—2L2+rsT =0. (77)

1 |
RS
& l
~ |
0.5 | —L/(crs) =1.4 [
' ISCO — L/(crs) = \/§
; — L/(crs) =2
O | ! | T T
2 4 6 8 10

x=r/rs

Sekil 2. Kiitleli pargacik etkin potansiyeli (70) boyutsuz bi-
¢imde. L/(crs) = 2igin r = 2rs konumunda kararsiz bir da-
iresel yoriinge ve v = 6rs konumunda kararli bir dairesel y6-
riinge vardir. Stir durum L/(crs) = V3, ISCO'da, r = 37
konumunda bir biikiim noktasina sahiptir.

I I
0151 — (1 —-1/x)/x% ||

01}
\_‘ |
A l
T o510

0 1 | | | |

2 3 4 5

x=r/rs

Sekil 3. Foton etkin potansiyeli (74). Maksimumu, kararsiz
dairesel null yoriingeye karsilik gelen foton kiiresi r = 3r;/2
konumunda gergeklesir. Daha kiiciik carpma parametresine
sahip fotonlar yakalanur.

sonucunu verir. Boylece

2, 42
9 CTTst
=—. 78
2r — 3rg (78)
Dairesel zamansi yoriingeler
3
> =t (79)

2

kosulunu gerektirir. (69) kullanildiginda karsilik gelen
enerji
E?2  (r—rs)?

i (80)

r(r—3r5)
olur. Kararhilik ikinci tiirevle belirlenir. Dogrudan tiirev
alma
d*Veg
dr?

_2¢%15(r = 3rs)
Cor3(2r = 3rg)

(81)

circ

sonucunu verir. Dolayisiyla kararl dairesel yoriingeler

r > 3rs. (82)
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gerektirir. En i¢ kararli dairesel yoriinge

6GM
risco = 37’5 = C_2 (83)
seklindedir. Bu yaricapta
Eisco 8
ZIS¢o _ 2 4
c? 9’ (84)

dolayisiyla donmeyen bir kara delik etrafindaki ince
disk i¢in en biiyiik baglanma verimi

n=1- \/g ~ 0.0572. (85)

olur. Bu sonug y1g1lma kuraminda temeldir [12, 13].

Marjinal bagh yoriinge E = ¢? ile tanimlanir. Bu ko-
sulu (80) denklemine uygulamak

R
1= % (86)
r(r—5rs)
sonucunu verir. A¢ip sadelestirmek
4GM
Tmb = 275 = 2 (87)

ifadesini verir. 3r;/2 < r < 3r; araligindaki dairesel
yoriingeler vardir fakat kararsizdir. Marjinal bagh yo-
riinge bu kararsiz aralikta yer alir.

Schwarzschild koordinat zamanina gore olgtilen agi-
sal frekans Q = ¢/f ifadesinden elde edilir. (66), (67),
(78) ve (80) yerine yazildiginda sasirtic1 bigimde New-
toncu goriinen sonug

. (d9)\? GMm
Q_(E)_r—s. (88)

elde edilir. Yorum Newtoncu degildir; ¢iinkii ¢ sonsuz-
daki bir gézlemcinin zamani, r ise alan yarigapidir. r
yaricapindaki yerel statik gozlemci azimutal hiz1

rQ Ts
Vloe = \/1——7/7 = Cw/m- (89)

olarak olger. ISCO’da bu

C
Vloc(r18C0) = 3 (90)

sonucunu verir. Kararli dairesel yériinge etrafindaki
kiictik radyal salinimlar koordinat episiklik frekansina
sahiptir:

x? = Q2 (1 - %) .

. (91)

Boylece x ISCO’da sifira gider; bu da marjinal kararlili-
g1in esdeger dinamik bir tanimini saglar.

1072

(rs/c)w

4 6 8 10 12 14 16 18 20
x=r/rs

Sekil 4. Dairesel Schwarzschild yoriingeleri i¢in boyutsuz bi-
rimlerde ifade edilen koordinat yoriinge frekans: Q ve radyal
episiklik frekans «. Episiklik frekans r = 3rs konumunda sifi-
ra yaklasarak kararl1 dairesel hareketin kaybina isaret eder.

6.3. Foton kiiresi ve golge yaricap1

Fotonlar i¢in dairesel null yoriingeler

d rs\ 1
—(1-2) 5] =0 2
dr [( r/r? 0 (92)
kosulunu saglar. Tiirev
2 3rs

olur. Dolayisiyla foton kiiresi

3 3GM
Tph = 57’5 = 7 (94)
konumundadir. Foton garpma parametresi
cL
b=—".
3 (95)
seklindedir. Radyal doniis noktasinda
E2 vy L2
Y — (1= _s) iy
c? ( r/ r? (%)
oldugundan
R (97)
1)1
elde edilir. Foton kiiresinde
3/2
b = B2 33, 98)
1/3 2
olur. rs = 2GM/c? kullanilirsa
GM
bcrit = 276_2 (99)

Bu, asimptotik olarak diiz uzay-zamanda uzak bir goz-
lemci tarafindan goriilen Schwarzschild kara delik gol-
gesinin yaricapidir. M87*'nin Olay Ufku Teleskobu go-
riintiisii, 6.5 X 109My civarindaki bir kiitle icin (99)
ile belirlenen kuvvetli merceklenme 6lgegiyle uyumlu,
mertebesi 40 pas olan bir agisal ¢apa sahip bir 151ma hal-
kas1 6lgmiistiir [15, 16].
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7. Radyal Diisiis ve Olay Ufku

7.1. Sonsuzda durgun hilden diisiis i¢in 6z zaman

Radyal diistis i¢in L = 0 olur. Sonsuzda durgun halden
birakilan kiitleli bir parcacik diistinelim. Korunan ener-
jisi

E = c2 (100)
seklindedir. (69) denklemi
2
r'2:c2—c2(1—r—s)zcrs. (101)
r 7
olur. Ice dogru hareket igin
dr Ts
FERi Y (102)
ro’dan r’ye integre ederek
1 fo
(r) = w(rg) = / Vrrdr'. 103
0= (103)
elde edilir. Dolayisiyla
©(r) = 1(ro) = 3cf/r_s (r§/2 - r3/2) . (104)
Ufka ulagmak i¢in gecen 6z zaman sonludur:
3/2
215 |70
ATyy—r, = 3¢ l(rs) ll . (105)
7.2. Schwarzschild koordinat zamani
Korunan enerji denklemi
dt rs\ L
==(1-2) . 1
dt ( r (106)
sonucunu verir. (102) ile birlestirildiginde
dt __1 v/ (107)
dr  cl—=rs/r’
elde edilir. .
X = P (108)
olsun. O halde 52
c dt X
—— == 109
rs dx x—1 (109)
u = +vxile
x3/2 2ut 5 1
S —dx = uz_ldu—Q(u 1t )du. (110)
Bir ters tiirev
-1
F(x) = 232 4 0x12 41y Vi1 . (111)
3 x+1
seklindedir. Boylece
C ro r
— - =F|—=|-F|—]|. 112
it =F(2)-p(X). aw

r — r iken F igindeki logaritma —oo’ye gider ve dola-
yisiyla

t(r) — +oo. (113)
Diisen gozlemci ufku sonlu 6z zamanda geger; ancak
Schwarzschild koordinat zaman1 gegisi t = co’ye atar.

I I
—— Schwarzschild ¢
L1 Y
g

= 10+ -
= =

I P
51 ///,/”/ |

0 - | | | |

0 2 4 6 8

T=ct/rs

Sekil 5. Sonsuzda durgun halden radyal diisiis i¢in koordinat
zamaninin 6z zamana karsi grafigi; ro = 6rs’denr = 1.05r5"ye
kadar olan parca ¢izilmigtir. Oz zaman sonlu kalirken, Sch-
warzschild koordinat zamani ufka yakin logaritmik olarak bii-
yiir.

7.3. Koordinat tekilligi ve Eddington—-Finkelstein ko-
ordinatlar

(53) denkleminde r = r; konumunda g, bileseni-
nin 1raksamasi bir egrilik tekilligi degildir. Ornegin
Kretschmann skaleri

12r?  48G2M?

afyd _
R G 476

Raﬁyé , (114)

olup r = r;’de sonludur ve yalnizca r = 0’da rraksar.
Kaplumbaga koordinatini

r.=r+r1sln (115)

1—1‘.

s

olarak tanimlaym. Igeri giren Eddington-Finkelstein
zaman koordinati

v =t+%. (116)

seklindedir.
_dr
1—rs/r’

oldugundan, (53) igine yerine yazma

cdt =cdov - (117)

ds? = — (1 - 775) 2do? + 2c dodr + r2dQ2. (118)

sonucunu verir. (118) igindeki tiim metrik bilesenleri
r = rs'de sonludur. Dolayisiyla ufuk, diisen gozlemci-
ler i¢in fiziksel bir tekillik degil, diizenli bir null hiper-
ylizeydir.

8. Zayif Alanda Goreli Testler

8.1. Giinberi devinimi

Zamanst jeodezikler i¢in u = 1/r tanimlaym. Radyal
denklemi ¢ = L/r? ile birlestirmek goreli yoriinge
denklemini verir:

v GM  3GM

2
w'i‘u 2 + 2 u-. (119)
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[k iki terim Newtoncu Kepler problemidir; son terim
onde gelen Schwarzschild diizeltmesidir. Neredeyse
Keplerci bir elips igin

[1 + e cos qb]

uo(P) = (120)

burada e dismerkezliktir. Pertiirbasyon kurami yoriin-
ge bagina giinberi ilerlemesini

6mGM

AP = . a(l %)’ (121)

olarak verir; burada a biiyiik yar1 eksendir. Bu, genel
goreliligin klasik testlerinden biridir.

Merkdir i¢in

a = 5.7909x10'° m e = 0.2056, GM, = 1.3271x10%° 1
(122)
(121) denklemi
A¢ =5.02 % 1077 rad orbit™" = 0.1035 arcsec orbit ™.

(123)
sonucunu verir. Merkiir yiizyil bagina yaklasik 415 yo-
riinge tamamlar; dolayisiyla

A@century = 43.0 arcsec century ! (124)

Bu, Einstein kuramindan 6nce bilinen anormal artik de-
vinimi agiklar [2, 6].

8.2. Isik sapmas1 ve zaman gecikmesi

Zayif alandaki null jeodezikler i¢in, carpma parametre-
si b olan bir 151in 6nde gelen sapma agisi

4GM
a=-—- (125)
seklindedir. Dort ¢arpani, saf Newtoncu tanecikgi he-
sapla onerilen degerin iki katidir: yaris1 zamansal egri-
likten, yaris1 uzaysal egrilikten kaynaklanir. Giines ke-
narini styiran bir 1sm igin b = Rg = 6.957 X 10°® m oldu-
gundan

o = 8.49 x 107% rad = 1.75 arcsec. (126)

Bu, Eddington ve calisma arkadaslarmin yonettigi 1919
Glines tutulmasi seferi sirasinda 6lgiilen etkidir [4].

Ayni zayif-alan null geometrisi Shapiro radar zaman
gecikmesini 6ngoriir [11]. En yakin yaklasimi b olan
ve ug noktalari rq ve ry yarigaplarinda bulunan bir kiit-
lenin yakinindan gegen sinyal icin, 6nde gelen gidis-
donitisten bagimsiz tek-yonlii ek gecikme

2GM | (4r1r2) ' (127)

Atshapiro = —5—
apiro 3 b2

seklindedir. Logaritma, zayif Schwarzschild potansiye-
linin neredeyse dogrusal bir 1s1k yolu boyunca integre
edilmesinin imzasidir. Diinya ve bir i¢ gezegeni iceren
tst kavusum deneyleri icin etki, modern zamanlama
duyarliligindan ¢ok daha biiytik, yiizlerce mikrosaniye
mertebesindedir.

gelen 151

Sekil 6. Kompakt bir kiitle tarafindan zayif-alan 1sik biikiil-
mesi. Carpma parametresi b ile gegen bir foton, énde gelen
mertebede a = 4GM /(c?b) kadar saptirilir.

9. Coziilmiis Sayisal Uygulamalar

Karakteristik Schwarzschild olgeklerini toplamak ya-

rathdir. Bir Giines kiitlesi icin

= 1.4766 km,

rs(Mo) = 2.9533 km.

GMo
= (128)

Kiitlesi M olan bir Schwarzschild kara deligi i¢in ISCO
yarigapi

risco = 8.8599 (ﬂ) km. (129)
Mo
Foton kiiresi yaricap1
M
Golge yaricap1
M
berie = 7.672 [ — | km. 131
v = 7.67 (M@) m (131)
seklindedir.
Sgr A*icin
Msgra = 4.3 X 10° Mo, (132)
alindiginda
rs = 1.27 X 107 km = 0.085 AU. (133)

bulunur. Schwarzschild golge cap: yaklasik olarak

2beriy = 6.60 X 107 km = 0.441 AU. (134)
olur. D = 8.2 kpc uzaklikta bu, agisal ¢ap olarak
217 ri
O = 5 * = 53.8 uas. (135)

degerine karsilik gelir. Bu, ufuk-6l¢ekli cok uzun baz
cizgili interferometriyle gézlenen mertebededir.

M87* icin

Mg = 6.5 % 10° Mo, D =16.8 Mpc.  (136)

kullanin. O halde

beris = 4.99 x 10'% km = 333 AU. (137)
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Tablo 1. Secilmis kiitleler igin karakteristik Schwarzschild yarigaplari. Degerler M ile dogrusal 6lgeklenir.

Cisim Ts Tph r1sco
1Mg 2.95 km 4.43 km 8.86 km
10Mg 29.5 km 44.3 km 88.6 km
SgrA* 1.27x107km  1.90x 10" km  3.81 x 107 km
M87* 1.92x 10 km 2.88x 1019 km  5.76 X 10'° km
Acisal cap seklindedir. Bu, yercekiminin yaklagik 1.6 x 10!! kati-
ob dir. Hesaplama, kompakt-yildiz tayflarinin, tanimlana-
Bdiam = Sit = 39.7 pas, (138) bildiklerinde, cisim kara delik olmasa bile goreli kiitle-

olup spin, 151ma geometrisi, plazma fizigi ve merceklen-
me aktarimi dahil edildiginde mertebesi 4045 uas olan
EHT halka ¢apiyla uyumludur [15, 16].

Son bir sayisal 6rnek olarak, r = 10rs yarigapindaki
bir saati diiglinelim. (55) denkleminden

dr 1

= = [1- = =0.9487.
= 5 = 0.9487

(139)
elde edilir. 107 konumundaki statik bir saat, sonsuz-
daki bir saate gore yaklasik 5.13% daha yavas calisir.
r = 2rs konumunda

drt 1

— = — =0.7071, 140
ve sonsuza kiitlegekimsel kirmiziya kayma

z=vV2-1=0.414. (141)

olur.

9.1. Ek ¢oziilmiis 6rnek: bir nétron yildizi dis1

Ayni dis metrigin yararli bir uygulamasi dénmeyen bir
nétron yildizidir.

M =1.4M,, R =12 km. (142)
alalim. D1s Schwarzschild yaricap1
rs = 2.9533(1.4) km = 4.13 km. (143)
olur. Dolayisiyla kompaktlik
GM 7s
— = — =0.172.
ReZ - 9R 0.172 (144)

seklindedir. Yildiz yiizeyinden yayilan ve sonsuzda ali-
nan bir fotonun kirmiziya kaymasi
4.13

=%
olur. Béylece durgun dalga boyu A, olan bir atomik ¢iz-
gi

~1/2
) ~1=0.235. (145)

Aeo = (1+2)A, = 1.235A,.. (146)

konumunda saptanirdi. Karsilastirma igin, (63) denkle-
minden yiizey 6z ivmesi

GM

R24/1-1r/R

ag = =1.59 X 10" ms™2. (147)

¢ekimi neden yokladigini gosterir.

Ayni parametreler yildiz yaricapinda dis dairesel yo-
riinge frekansini

1 [GM
b = —1] —— = 1.65 x 10° Hz.
fort 2t ¥ R3 g

olarak verir. Bu 6zel yuvarlatilmis sayilar icin R >
risco = 6GM /c? = 12.4 km ancak marjinal olarak yan-
Iis oldugundan, kiitle veya yarigaptaki miitevazi degi-
siklikler en i¢ diskin y1ldiz y{izeyiyle mi yoksa goreli IS-
CO ile mi sonlandigin1 belirler. Bu, X-1s1mu ¢iftlerindeki
kilohertz degiskenliginin nétron yildizlarinin kompakt-
ligina duyarli olmasinin nedenlerinden biridir [10].

(148)

9.2. Ek ¢oziilmiis 6rnek: Giines Shapiro gecikmesi

Diinya’dan Giines’in uzak tarafindaki bir uzay aracina
gonderilen radar sinyali i¢in

ry = 1.00 AU, ry = 1.50 AU, b=Ro. (149)
olsun. GMgy /c® = 4.9255 us ve (127) kullanilarak
11 11
) - [ 100
=12.53. (151)
bulunur. Tek yonlii gecikme o halde
Atshapiro = 2(4.9255 us)(12.53) = 123 us.  (152)

olur. ki yonlii bir radar deneyi bu 6nde gelen katki-
y1 iki katina gikarir. Olgiim kara delik anlaminda bir
kuvvetli-alan testi degildir; ancak Schwarzschild met-
riginde kodlanan uzaysal egriligin duyarl bir sondasi-
dir.

10. Genisletmeler, Genellemeler ve Goz-
lemsel Tan1 Kriterleri

Schwarzschild metrigi, vakumda yiiksiiz, dénmeyen,
asimptotik olarak diiz bir cismin dis ¢6ziimiidiir. Bu
niteleyicilerden herhangi birini gevsetmek yararl1 ge-
nellemelere gotiirtir. Kozmolojik sabit ile vakum alan
denklemleri

Gyv + Agpv =0, (153)
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olur ve kiiresel simetrik ¢6ztim Schwarzschild-de Sitter
veya Schwarzschild—-anti-de Sitter seklindedir:

ds? = —fa(r)c?dt? + fa(r) tdr? + r2dQ?,  (154)
burada )
r Ar
falr)=1- 75 - (155)

Astrofiziksel kara delikler igin Ar? ufuk yakininda nor-
malde ihmal edilebilir; ancak terim kavramsal olarak
onemlidir ¢tinkii A > 0 oldugunda kozmolojik bir ufuk
getirir.

Merkezi cisim elektrik yiikii Q tasiyorsa, dis elekt-
rovakum geometrisi Schwarzschild degil Reissner—
Nordstrom geometrisidir:

26M | _GQ*
c2r  dmegctr?’

fo(r) =1~ (156)
Astrofiziksel kara deliklerin hemen hemen yiikstiz ol-
mast beklenir; ¢iinkii cevredeki plazma biiyiik elektrik
alanlarimu etkin bigimde bosaltir. Ancak (156), i¢ ve dis
ufuklara sahip en basit 6rnek olarak kuramsal agidan
onemlidir. Donme astrofiziksel olarak ¢ok daha dnem-
lidir. Kerr uzay-zamaninda tek Schwarzschild foton kii-
resi bir foton bolgesiyle yer degistirir, ISCO yoriingesel
hareketin yoniine baghdir ve cerceve siiriiklenmesi za-
mansal ve azimutal hareketi baglar [7].

Duyarl testler, genel gorelilikten zayif-alan sapmala-
rinu siklikla parametrize edilmis post-Newtoncu para-
metreler B ve y ile betimler [14]. Izotropik zayif-alan
bi¢iminde

2GM M\’
- 2
g =-c"|1- 27 + 28 (cTr) , (157)
GM
=142y ——. 1
§rr =142y (158)
Genel gorelilik
=1, y =1 (159)
ongoriisiinde bulunur. Onde gelen 151k sapma agist
2GM
appn = (1+y)——, (160)
c?b
olurken, giinberi ilerlemesi
6nGM [2+2y -
A = . 161
¢rpN 2a(l = ¢?) ( 3 ) (161)

seklindedir. Schwarzschild sonuglar1 (159) yerine kona-
rak geri elde edilir. Bu formiiller, 151k yay1limi ve yoriin-
gesel devinimin metrik katsayilarmin tamamlayici bile-
simlerini neden test ettigini gosterir.

Kuvvetli-alan gozlemleri tek bir parametreyle daha
zor Ozetlenir; ancak Schwarzschild ¢6ziimii yine de ya-
rarli tan1 kriterleri saglar. Birincisi, golge agisal cap1 (99)
araciligiyla M/D ile dogrusal 6lceklenir. Tkincisi, ter-
mal ince-disk tayflar1 (85) verimi aracihigiyla ISCO’ya

10

baghdir. Ugiinciisti, yiiksek frekansh yari-periyodik ol-
gular, eger yoriingesel veya episiklik hareketle iliskilen-
dirilirse, (88) ve (91) aracihigiyla yaklagik olarak M~*
ile 6lgeklenir. Son olarak, kompakt ciftlerden gelen kiit-
lecekim dalgalari, test-kiitle limitinde Schwarzschild
geometrisini ve daha genel olarak dogrusal olmayan
iki-cisim problemini yoklar; ge¢ ice-sarmal ve ¢inlama
frekanslar1 ayni goreli uzunluk 6lgegi GM/c? tarafin-
dan belirlenir.

11. Tartisma

Yukaridaki tiiretim birka¢ varsayima dayanir. Birincisi,
uzay-zaman kiitlecekimsel cismin disinda vakumdur.
Bu, cevredeki gaz, 1s1nim ve manyetik alanlar gerilme-
enerjiye ihmal edilebilir katkida bulundugunda bir yil-
dizin veya kara deligin dis1 igin dogrudur. Yigilma ya-
pan sistemlerde Schwarzschild metrigi genellikle sabit
bir arka plan yaklasikligidir; plazma dinamigi ve 1stnim
aktarimu ise ayri1 olarak ele alinir. Ikincisi, ¢6ziim dén-
memektedir. Gergek astrofiziksel kara deliklerin d6n-
mesi beklenir; ¢linkii agisal momentum kiitlecekimsel
¢okiis ve yigilmada her yerde bulunur. Dis geometrile-
ri, ufuk yarigapi, ISCO, foton bolgesi ve golgesi spine
ve gozlemci egimine bagh olan Kerr ¢6ziimiiyle betim-
lenir [7, 5]. Bununla birlikte Schwarzschild, tam sifir-
spin limiti ve ufuk olusumunun en agik modeli olarak
kalir.

Uciinciisii, (53) denkleminde kullanilan koordinat-
lar kiiresel olarak diizenli degildir. » = r; konumun-
da g, bileseninin iraksamasi, egrilik tekilligi degil, ku-
tupsal koordinat tekilligine benzer bir koordinat tekilli-
gidir. Eddington—Finkelstein koordinatlari, iceri diisen
151k 1sinlarinin ve pargaciklarin ufku diizgiin bigcimde
gectigini gosterir. Gergek degismez tekillik » = 0 konu-
mundadir; burada (114) raksar ve klasik genel goreli-
lik jeodezik eksiklik 6ngoriir.

Etkin potansiyel bi¢imciligi dogrudan fiziksel kav-
ray1s saglar. Newtoncu kiitlecekimde, 1/r potansiyeli
i¢in tiim yaricaplarda kararli dairesel yoriingeler var-
dir. Schwarzschild uzay-zamaninda, agisal bariyeri ¢ar-
pan 1—r, /r faktori potansiyelin bir i¢ maksimum gelis-
tirmesine ve sonunda minimumunu kaybetmesine yol
agar. ISCO'nun var olmasinin nedeni budur. ISCO mad-
desel bir yiizey degildir; aksine dinamik bir gecis ya-
rigapidir. Ince-disk kuramimda gaz, ISCO'nun disinda
viskoz agisal-momentum tasmimi yoluyla yavasca ige-
ri sarmalanir ve onun i¢inde hizla dalisa geger [12, 13].
ISCO’daki baglanma enerjisi kanonik Schwarzschild y1-
gilma verimi olan 5.7% degerini verir.

Foton dinamigi daha da kuvvetli bigimde gorelidir.
r = 1.5r; konumundaki foton kiiresi olay ufkunun di-
sinda, fakat ISCO'nun i¢indedir. Kararsizdur: kiigiik bir
disa dogru pertiirbasyon kagisa izin verirken, kiiciik bir
ice dogru pertiirbasyon yakalanmaya yol agar. Kritik
carpma parametresi by, = V27GM /c?, optik olarak in-
ce 151ma ile aydinlatilan bir Schwarzschild kara deligi
i¢in ideallestirilmis golge sinirmi tanimlar. Gergek go-
riintiiler plazma yayma giicline, sogurmaya, Doppler
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gliclenmesine, kiitlecekimsel kirmiziya kaymaya, spi-
ne, tlirbiilansa ve alet yanitina baghdir. Dolayisiyla
M87* ve Sgr A* EHT gozlemleri, olay ufkunu madde-
sel bir kenar olarak dogrudan gostermez; bunun yerine,
karakteristik acisal 6l¢egi foton yakalanma bolgesi tara-
findan belirlenen merceklenmis bir 151ma morfolojisini
ortaya koyar [15, 16].

Burada tartisilan zayif-alan ongoériileri, genel gore-
liligin en 6nemli ampirik basarilar1 arasinda kalmaya
devam etmektedir. Merkiir'iin giinberi ilerlemesi Sch-
warzschild alaninin zamansi jeodezik yapisini test eder.
Giines 151k sapmasi null jeodezikleri ve uzaysal egriligi
test eder. Kiitlecekimsel kirmiziya kayma metrigin za-
man bilesenini test eder. Radar zaman gecikmesi, cift
pulsarlar, Sgr A* etrafindaki y1ldiz yoriingeleri, kiitlege-
kim dalgas1 saptamalar1 ve kara delik goriintiileme dé-
hil modern 6l¢timler, bu testleri giderek daha kuvvetli-
alan rejimlerine genisletmektedir [11, 14, 15].

Son olarak, Birkhoff teoreminin ima ettigi teklik asi-
r1 genisletilmemelidir. Teorem, kiiresel simetrik vakum
bolgeleri igin gegerlidir. Tiim kompakt cisimlerin Sc-
hwarzschild oldugunu séylemez; kiiresel olmayan ¢o-
kiiste, madde alanlarinin varliginda veya degistirilmis
kiitlecekim kuramlarinda da gegerli degildir. Yine de,
statik kiiresel bir y1ldizin dis1 ile dénmeyen bir kara de-
ligin disinin y1ldiz yiizeyinin veya ufkun disindaki ayni
yerel metrigi paylasmasinin nedeni budur.

12. Sonug

Iki bilinmeyen fonksiyon A(r) ve B(r) igeren statik kii-
resel simetrik ansatzdan baglayarak, Christoffel sem-
bollerini ve Ricci tensorii bilesenlerini agikca hesapla-
dik ve vakum Einstein denklemlerini ¢c6zdiik. Denklem-
ler, asimptotik diizliik dayatildiktan sonra ilk olarak
A(r)B(r) = 1 sonucunu verir. Agisal denklem daha son-
ra A(r) = 1 + C/r sonucunu verir ve Newtoncu zayif-
alan limiti C = —2GM/c? degerini belirler. Elde edilen
Schwarzschild metrigi, tekil asimptotik olarak diiz kii-
resel simetrik vakum ¢oztimiidiir.

Jeodezik analiz metrigin fiziksel igerigini ortaya ko-
yar. Kiitleli parcaciklar

Ve = (1 =15 /1)(c? + L?/1?), (162)

etkin potansiyelinde hareket eder; bu potansiyel yalniz-
car > 3r, icin kararli dairesel yoriingeler, r = 37,
6GM/c? konumunda ISCO ve r = 2r, konumunda
marjinal bagh yoriinge verir. Fotonlar r = 1.5rs ko-
numunda kararsiz dairesel yoriingeye sahiptir ve bu
V27GM/c? golge yaricapini iiretir. Radyal diisiis, uf-
ka sonlu 6z zamanda fakat sonsuz Schwarzschild koor-
dinat zamaninda ulasildigimni gosterirken, Eddington-—
Finkelstein koordinatlar1 ufkun diizenliligini ortaya ko-
yar. Ayni geometri kiitlegekimsel kirmiziya kaymayzi,
Merkiir'iin anomal giinberi devinimini, Giines 151k sap-
masini, Shapiro gecikmesini, kompakt-yildiz yiizey kir-
miziya kaymalarimi ve M87*nin EHT goriintiisii gibi
ufuk-¢oztiniirliikltii gozlemlerin karakteristik agisal 6l-
¢egini nicel olarak aciklar.
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A. Yoriinge Denklemleri icin Cebirsel Ay-
rintilar

Bu ek, radyal ilk integralden zayif-alan devinim hesa-
binda kullanilan y6riinge denklemine gétiiren ara cebi-
ri kaydeder. Zamans1 hareket i¢in # = 1/r yazin ve

dr ; du
f=—¢=—-L—. 163
kullanin. (69) igine yerine koyma
2
d E?
L2 (ﬁ) Fl-ru) (P + L) = . (164)
sonucunu verir. Potansiyel terimlerini agmak
2
L*u” +c® = Pru+ Lu® - rL?u® = =, (165)
c

ifadesini verir; burada u’ = du/d¢. ¢’ye gore tiirev alip
dairesel olmayan pargalar icin 2121’ ile bolmek
(12_1/{ +u Czrs
d¢?
sonucunu verir. rs = 2GM/c? oldugundan, bu

d2u GM 3GM
@‘FUZ_LQ + 2 u-, (167)

3rs o
= + —
212 " 2 ¥

(166)

bicimine gelir; bu da (119) denklemidir.
Null hareket i¢in benzer hesaplama

du

2 E)Q}
L} (—) + (1= rsu)Lyu® = = (168)

d¢
ile baslar. L2 ile bolme ve tiirev alma sonrasinda
$ y

31

d?u , 3GM ,
= = ——u’

qubQ +u 5 c (169)

elde edilir. Zayif-alan limitinde sag taraf sifirinct mer-
tebe dogrusal yoriinge tizerinde degerlendirilebilir ve
onde gelen 151k sapmasi (125) elde edilir.

Episiklik sonug (91), radyal denklemin r = ry+0r da-
iresel yoriingesi etrafinda agilmasmdan gikar. V7. (ro) =
0ile

d?r 1
d_’l'2 + EVG,&(T’())(ST’ =0. (170)
Dolayisiyla 6z-zaman radyal frekansi
1 c?rs(ro — 3rs)
2= Vi(r) = ——. 171
(()1' 2 eﬂ‘( 0) 73(27’0 — 37’5) ( )

olur. dt/dr i¢in dairesel-yoriinge degerini kullanarak
0z zamandan koordinat zamanina gegmek

2
(ﬂ) = (172)
dt To — 37s
sonucunu verir. Boylece
2
dt GM 3r
Pzl =—=(1-= 17
K (= (dt) 7’8 ( %o ’ ( 3)

(91) iginde belirtildigi gibi elde edilir.



Schwarzschild Metriginin Tiiretimi ve Olay Ufku Cevresinde Jeodezik Hareketlerin Analizi Gorelilik ve Kara Delikler

Kaynaklar

[1] K. Schwarzschild, “Uber das Gravitationsfeld
eines Massenpunktes nach der Einsteinschen
Theorie,” Sitzungsberichte der Koniglich Preus-
sischen Akademie der Wissenschaften, 189-196
(1916).

[2] A. Einstein, “Die Grundlage der allgemeinen Re-
lativitatstheorie,” Annalen der Physik 49, 769-822
(1916).

[3] G. D. Birkhoff, Relativity and Modern Physics, Har-
vard University Press, Cambridge (1923).

[4] A. S. Eddington, Space, Time and Gravitation,
Cambridge University Press, Cambridge (1920).

[5] C.W.Misner, K. S. Thorne, and J. A. Wheeler, Gra-
vitation, W. H. Freeman, San Francisco (1973).

[6] S. Weinberg, Gravitation and Cosmology, Wiley,
New York (1972).

[7] S.Chandrasekhar, The Mathematical Theory of Black
Holes, Oxford University Press, Oxford (1983).

[8] R.M. Wald, General Relativity, University of Chica-
go Press, Chicago (1984).

[9] S. M. Carroll, Spacetime and Geometry: An Intro-
duction to General Relativity, Addison-Wesley, San
Francisco (2004).

[10] B. W. Carroll and D. A. Ostlie, An Introduction to
Modern Astrophysics, 2. baski, Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge (2017).

[11] L I. Shapiro, “Fourth test of general relativity,”
Physical Review Letters 13, 789-791 (1964).

[12] N. I Shakura and R. A. Sunyaev, “Black holes in
binary systems. Observational appearance,” Ast-
ronomy and Astrophysics 24, 337-355 (1973).

[13] L D. Novikov and K. S. Thorne, “Astrophysics of
black holes,” i¢inde Black Holes, derleyen C. De-
Witt and B. S. DeWitt, Gordon and Breach, New
York, 343-450 (1973).

[14] C.M. Will, “The confrontation between general re-
lativity and experiment,” Living Reviews in Rela-
tivity 17, 4 (2014).

[15] Event Horizon Telescope Collaboration, “First
M87 Event Horizon Telescope Results. I. The sha-
dow of the supermassive black hole,” Astrophysi-
cal Journal Letters 875, L1 (2019).

[16] Event Horizon Telescope Collaboration, “First
M87 Event Horizon Telescope Results. VI. The
shadow and mass of the central black hole,” Ast-
rophysical Journal Letters 875, L6 (2019).

12



	Giriş
	Fiziksel ve Matematiksel Çerçeve
	Vakumda Einstein denklemleri
	Statik küresel simetrik ansatz

	Ansatzın Bağlantısı ve Eğriliği
	Christoffel sembolleri
	Ricci tensörü bileşenleri

	Vakum Alan Denklemlerinin Çözülmesi
	A(r)B(r)=1 sonucunun türetimi
	A(r)=1-rs/r sonucunun türetimi

	Kütleçekimsel Zaman Genleşmesi ve Kırmızıya Kayma
	Jeodezik Hareket
	Lagrangiyen ve hareket sabitleri
	Dairesel kütleli yörüngeler ve ISCO
	Foton küresi ve gölge yarıçapı

	Radyal Düşüş ve Olay Ufku
	Sonsuzda durgun hâlden düşüş için öz zaman
	Schwarzschild koordinat zamanı
	Koordinat tekilliği ve Eddington–Finkelstein koordinatları

	Zayıf Alanda Göreli Testler
	Günberi devinimi
	Işık sapması ve zaman gecikmesi

	Çözülmüş Sayısal Uygulamalar
	Ek çözülmüş örnek: bir nötron yıldızı dışı
	Ek çözülmüş örnek: Güneş Shapiro gecikmesi

	Genişletmeler, Genellemeler ve Gözlemsel Tanı Kriterleri
	Tartışma
	Sonuç
	Yörünge Denklemleri için Cebirsel Ayrıntılar

