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Ozet. Galaktik dinamik, yildizlar ve gaz igin gozlenen hareketleri, 151kl ve karanlik madde tarafindan iiretilen kiitlece-
kim alaniyla iliskilendirir. Bu makale, ¢arpismasiz Boltzmann denkleminin, hiz momentlerinin ve Jeans denklemleri-
nin kendi i¢inde biittinltiklii bir tiiretimini sunmakta; faz-uzay1 dinamiginin hangi varsayimlar altinda pratik bir kiitle
kestiricisine dontistiigiinti vurgulamaktadir. Hiz anizotropisi igeren kiiresel Jeans denklemini, silindirik Jeans denk-
lemini ve asimetrik siirtiklenmeyi, ayrica Giines yakinindaki karanlik madde yogunlugunu ¢itkarmakta kullanilan
yerel diisey Jeans denklemini tiiretiyoruz. Ardindan bu dinamik araglar1 galaktik dénme egrileriyle iliskilendirerek,
noktasal bir kiitlenin neden Kepler tipi bir azalma verdigini, tekil izotermal bir kiirenin neden tam olarak diiz bir
egri tirettigini ve sarmal galaksilerde gozlenen egrilerin karanlik halolar: neden giindeme getirdigini gosteriyoruz.
Navarro-Frenk-White profili ayrintili bicimde ele alinmaktadir: ¢evrelenen kiitle, kiitlecekim potansiyeli, dairesel
hiz egrisi, maksimum hiz, logaritmik egimler, konsantrasyon, virial kiitle ve karakteristik yogunluk—konsantrasyon
iliskisi agikga tiiretilmektedir. Calisilmis sayisal uygulamalar Samanyolu benzeri halolari, ctice kiiresel galaksi kiitle
kestirimlerini, asimetrik stiriiklenmeyi ve yerel karanlik madde yogunlugunu icerir. Makale, Jeans modellemesinin
smirliliklari, tepe—cekirdek problemi ve soguk karanlik madde halo profillerinin gézlemsel durumu ile sonlandiril-
maktadir.
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Galaktik Dinamik

kiiresel galaksiler; yerel karanlik madde yogunlugu

1. Giris

Galaktik dinamigin temel ¢ikarim problemi aldatic1 bi-
¢imde basittir: izleyicilerin konumlar1 ve hizlar1 veril-
diginde, kiitlecekim potansiyelini ve dolayisiyla kiitle
dagilimimn belirlemek. Zorluk, galaksilerdeki yildizla-
rin ¢arpismali gaz pargaciklari olmamasimdan kaynak-
lanir. Ortalama serbest yollar: sistem boyutundan ¢ok
daha biiytiktiir, iki-cisim gevseme zamanlari normalde
Hubble zamanindan uzundur ve hareketleri yerel ter-
modinamik dengeye yaklasmak yerine faz-uzay: yapi-
sin1 korur. Bu nedenle galaktik dinamik, Vlasov denkle-
mi olarak da adlandirilan ¢arpismasiz Boltzmann denk-
lemi ve onun hiz momentleri olan Jeans denklemleri
iizerine kuruludur.

Tarihsel olarak, Jeans’in yildiz hareketlerine iliskin
analizi [1] ve Eddington’in dagilim fonksiyonu yontem-
leri [2], yildiz sistemlerinin ¢arpismali akigkanlar ol-
maksizin istatistiksel olarak ele alinabilecegini goster-
mistir. Chandrasekhar’in yildiz karsilasmalar: kurami
[3], carpismasiz yaklagimin ne zaman gegerli oldugu-
nu acitkhiga kavusturmustur. Modern sentezler [4, 5]'de
verilmistir. Yirminci yiizyiln ikinci yarisinda galaktik
donme egrileri, bu bigimsel araglar1 151k yaymayan mad-
de i¢in kanita dontistirmiistiir. Rubin, Ford ve ¢alisma
arkadaslar1 sarmal galaksilerde neredeyse diiz dénme
egrileri bulmus [6], Bosma ise genis nétr-hidrojen disk-
lerinin ayn1 olguyu optik yaricapin ¢ok 6tesine kadar
izledigini gostermistir [7]. Kiitlenin ¢ogu yildiz 1181
izleseydi, dairesel hizlarin biiyiik yarigaplarda yaklasik
r~1/2 olarak azalmasi gerekirdi; bunun yerine bircok ga-
laksi onlarca kiloparsek boyunca v.(r) = sabit goster-
mektedir.

Soguk karanlik madde kozmolojik simiilasyonlari bu
problemi 6ngoriisel hale getirmistir. Navarro, Frenk ve
White, simiile edilen halolarin iki parametreli bir yo-
gunluk profiliyle iyi betimlendigini bulmustur,

- Ps
ST e =

bu profilin i¢ logaritmik egimi —1, dis egimi ise —3'ttir
[8, 9]. Denklem (1) yalmizca kullanigh bir uyum fonk-
siyonu degildir; galaktik kinematigi virial kiitle ve kon-
santrasyon tizerinden kozmolojik yap1 olusumuna bag-
lar. Bununla birlikte aym profil kalici bir gerilim tiretir:
birgok ctice ve diisiik ytizey parlaklikli galaksi, tepe ya-
pilarina kiyasla Burkert profili gibi sabit yogunluklu ce-
kirdeklerle daha iyi modelleniyor goriinmektedir [10].
Bu, tepe—cekirdek problemidir.

Bu makalenin amaci pedagojik fakat titizdir. Kinetik
denklemleri faz-uzayi stirekliliginden tiiretiyor, Jeans
denklemlerini adim adim elde ediyor ve bunlar1 dén-
me egrilerine, ciice kiiresel galaksilere, disk kinemati-
gine ve NFW halolarina uyguluyoruz. Her denklemin
fiziksel icerigini vurguluyoruz: bir yildiz sistemini han-
gi gerilmenin destekledigini, anizotropinin kiitle kesti-
rimine nasil girdigini, basing desteginin yildiz dénme-
sini neden dairesel dénmeden daha yavas kildigin ve
bir halo yogunluk profilinin seklinin dairesel hiz egrisi-
ne nasil yansidigimni.
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(% Cevrelenen kiitle
A
;
faz—uz:f:\yl akist M(r) = 4n/ o(s)s2 ds, (8)
'\ hacmi korur 0
\ -
Y \ - olup (7)'nin integrasyonu
0 —dD/dx X =7
/3 \/7" / Ao GM(r) o)
LS 7 dr — r2
q i ifadesini verir. Dairesel bir yoriinge merkezkag denge-
X

> X

Sekil 1. Hamiltonyen akis tarafindan stiriiklenen bir faz-
uzay1 elemani. Bu hareketli hacimde izleyici sayisinin koru-
numu ¢arpismasiz Boltzmann denklemini verir.

2. Fiziksel ve Matematiksel Cerceve

2.1. Faz uzay1 ve dagilim fonksiyonlar

Tanim 1. Tek-parcacik dagiim fonksiyonu f(x,v,t),
bir faz-uzay1 hacim elemanindaki yildiz sayisi

dN = f(z,v,t)d*x d’v. (2)
olacak sekilde tanimlanir. Bunun sifirinci hiz momenti
say1 yogunlugunu verir,

v(:c,t)=/f(w,'u,t)d37). (3)

Tiim izleyiciler ayni kiitleye m, sahipse, izleyici kiitle
yogunlugu p, = m,v olur. Ancak Jeans modellemesin-
deizleyici yogunlugu v kiitlegekim tireten yogunluga p
esit olmak zorunda degildir. Ciice kiiresel galaksiler en
temiz drnegi saglar: goriiniir yildizlar potansiyeli izler,
fakat baskin kiitle karanliktir.

Herhangi bir hiz fonksiyonunun g(v) ortalamas:

v(q) = / q()f(z,v,t) d*0. (4)
ile verilir. Ozellikle,
0 = <Uj>,

o = (0~ )0 ). (5)
vo? tensorii basincin yildizsal benzeridir, fakat genel-
likle anizotropiktir.

2.2. Kiitlecekim ve dairesel hiz

Kiitlecekim potansiyeli Poisson denklemini saglar,
V20 = 4nGp, (6)

burada p toplam kiitlecekim tireten yogunluktur. Kiire-
sel simetride,

1d (,do)|

sini saglar,

=— (10)
dolayisiyla
(11)

Boylece bir donme egrisi ancak dairesel hareket ve kiire-
sel simetri altinda dogrudan bir kiitle profilidir; gercek
disk galaksiler disk geometrisi, basing destegi, cubuk-
lar, biikiilmeler ve dairesel olmayan akislar icin diizelt-
meler gerektirir.

3. Carpismasiz Boltzmann Denklemi

3.1. Faz-uzayi siirekliliginden tiiretim

Alt1 boyutlu faz-uzayi koordinatini
w = (x,v). (12)
olarak diistinelim. Faz-uzay1 akis hiz1
w = (&,v) = (v, -VO). (13)
seklindedir. Faz uzayinda izleyici sayisinin korunumu

aif N
=+ Vao - (fuo) = 0. (14)

kosulunu gerektirir. Alt1 boyutlu diverjans agilirsa

% FVo (fo) + Ve [-fVO]=0.  (15)

elde edilir. v, ’ten bagimsiz ve VO, v’den bagimsiz ol-
dugundan,

Vo (fv)=v-Vaf, (16)
Vo [~fVO] = ~(VD) -V, f. (17)

Buna gore
i—{+v-vwf—(vcb)-vvf=0. (18)

Indis gosteriminde bu,

of
ot

If  adIf
+Ul&_xi_8_xi&_vl' =0, (19)

olup tekrarlanan indisler {izerinden toplama yapilir.
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Teorem 1 (Carpigsmasiz Boltzmann denklemi). Yakin
karsilasmalarm ihmal edilebildigi bir yildiz sistemi igin dagi-
lim fonksiyonu faz-uzay: karakteristikleri boyunca korunur:

df _9f

E—E-FZC me+'v-V,vf=O. (20)

Fiziksel anlam Liouville korunumudur: yildizlar faz
uzaymda yaratilma, yok olma veya garpismali difiiz-
yon olmadan hareket eder. f'nin sabit bir noktada de-
gismesinin tek yolu, o noktadan adveksiyonla taginma-
sidir.

Carpismasiz yaklasim, iki-cisim gevseme zaman bii-
yiik oldugunda dogrudur. N karsilastirilabilir parca-
ciktan olusan bir sistem igin,

0.1IN
trel = m tcrossr (21)

burada teess ~ R/o. N ~ 10! olan bir galakside t.

Evren’in yasini agar. Cok daha kii¢iik N degerlerine sa-

hip kiiresel kiimeler daha az carpismasizdir ve ek fizik

gerektirir.

3.2. Duragan durumlar ve Jeans teoremi

Potansiyel zamandan bagimsizsa, duragan bir dagilim
v-Vapf = (VD) -V,f =0. (22)

saglar. Hareketin yalitkan integrallerinin herhangi bir
fonksiyonu bir ¢oziimdiir. Ornegin kiiresel bir potansi-
yelde 6zgiil enerji

E= %vz + (1) (23)

ve agisal momentum
L? = r?0? (24)
integrallerdir. Bir f(E, L) dagilim1 (22)’yi otomatik ola-
rak saglar. Jeans denklemleri f'nin yalnizca diisiik mer-
tebeden momentlerini kullanir; dolayisiyla tam bir da-

gilim fonksiyonu modelinden daha az bilgilendiricidir-
ler, fakat verilere uygulanmalari ¢ok daha kolaydir.

4. Hiz Momentleri ve Jeans Denklemleri

4.1. Sifirinct moment: siireklilik denklemi

(19)'1 tim hizlar tizerinden integre edelim:

of  of avaf] .,
/ [E + Ula_xi axz avl} d’v (25)
Ik terim Hf 5
v
/ L= (26)

olur. Tkinci terim

o 5 _
/Ula_yqdv_

J o 9dvDi)
&Xi/vlfdv— ox (27)

olur. Kuvvet terimi, |v| — oo iken f — 0 yeterince hiz-

liysa yok olur:
I
“on / Bv, =0. (28)

Dolayisiyla

v I(vo;)

FTi o 0. (29)
Vektor gosteriminde,

(;_v +V-(vo) = (30)

Bu, olagan say1r korunumudur. Kiitlecekim yildizlar:
hiz uzaymnda hareket ettirir fakat onlar yaratip yok et-
mez; bu nedenle acikca kiitlecekim kuvveti icermez.

4.2. Birinci moment: Kartezyen Jeans denklemi

(19)’i v; ile garpip integre edelim:

af af 9D If | ,
/ [81? Y 9% 9x; du; o =0 (1)
Zaman terimi
af 5 a(vz")]-)
/ ]at V= — ETE (32)
verir. Akis terimi
d d(v(vivj))
‘/\'U]Uzaf' 5 Tl] (33)

verir. Kuvvet terimi i¢in kismi integrasyon yapilir:

d
o [ o —aip[v;f]

_Bxi ]80
(%J
8xl /fav,
P2
Boylece
I(vo)) 9(1/(01‘0]')) 90

P T TR (35)
(Z)ﬂ)j) = O-I'Qj + 00, (36)

kullanilarak ve siireklilik denklemi 9; ile carpilmig ha-
liyle ¢ikarilarak Euler-benzeri bi¢im elde edilir:

8CD a(va )

&x] ox; (37)

Denklem (37) Jeans denklemidir. Euler denklemine
benzer, ancak basmcin yerini yildiz yoriinge dagilim
tarafindan belirlenen bir gerilme tensorii alir. Daha
yliksek momentler belirtilmediginden, Jeans hiyerarsi-
si anizotropi veya dagilim fonksiyonlar: hakkinda var-
sayimlar olmaksizin kapali degildir.
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5. Kiiresel Jeans Denklemi

5.1. Anizotropi ile tiiretim

Duragan, donmeyen, kiiresel simetrik bir izleyici popii-
lasyon i¢in 0, = 09 = Uy = 0 ve tiim nicelikler yalnizca
r’ye baghdir. Radyal Jeans denklemi

dwve?) v, 5 do
TJF?(QOV_%_%“)__VE' (38)
seklindedir. Kiiresel simetri
05 = ofb. (39)

gerektirir. Binney anizotropi parametresini

02 + o2 2

o o
Lot (40)

207 oy

By =1-

olarak tanimlayalim; burada ¢} = 0} = a;. (38)’ye ye-
rine koymak

d(ve?) 2Bve;  GM(r)
P = (41)
verir. Kiitle i¢in ¢oziiliirse,
r?2 [d(ve?) 2Bvo?
- . 42
M(r) Gv[ dr - r (42)
Esdeger olarak,
_ro; [dlnv  dlng?
M) =~ [dlnr+ amr T2F|- )

Fiziksel yorum agiktir. Kiitlegekim igeri dogru geker.
Bu, radyal basincin gradyani d(vo?)/dr ve anizotropi ta-
rafindan yonetilen bir egrilik terimi ile dengelenir. Eger
B > Oise, yoriingeler radyal yanlidir ve daha az tegetsel
basing kullanulabilirdir; sabit bir gézlenen dispersiyon
i¢in ¢ikarilan kiitle degisir.

Belirli M(r) ve B(r) igin (41) birinci mertebeden dog-
rusal bir denklemdir. Integrasyon carpam

I(r) = exp [/V 28(5) ds}, (44)

S

ile, sonsuzda vo? — 0 saglayan ¢oziim

20y~ L / © GM(s)
v(r)o;(r) = 0/ I(s)v(s) = ds. (45)
olur. Sabit f icin,
I(r)=r*, (46)
ve dolayisiyla
vo? = r_zﬁ/ sQﬁv(s)G]:I—z(s) ds. (47)

Not 1. Gozlenen bakis-dogrultusu dispersiyonu izdii-
stirtilmiis bir niceliktir. R izdiisiiriilmiis yaricap ve % =
RZ + z2 ise,

© v(r)rdr

Z(R) =2 ye—
R Vr2-R2

(48)

& R2\ vo2rdr
Yo =2/ (1— —)V—. 49
R A = e ey S

Denklemler (41) ve (49) kiitle-anizotropi dejeneresini
gosterir: farkli M(r) ve B(r) ciftleri benzer izdiistiriil-
miis dispersiyonlar iiretebilir.

5.2. Ciice kiiresel galaksilere uygulama

Ctice kiiresel galaksiler kiigtik baryonik kiitlelere, az ga-
za ve 1sitkanliklarina gore biiytiik yildiz hiz dispersiyon-
larina sahiptir. Uc boyutlu yari-1s1k yarigapi ;o yaki-
ninda kiiresel Jeans denkleminden kullanigh bir kiitle
kestiricisi elde edilir. Su kosulun saglandig1 yaricapta

dlnv
dmr = (50)

cevrelenen kiitle B'ya zayif duyarhidir [11]. Kestirici

3ry/2(op)
—

seklindedir. Birgok 1s1k profili i¢in 71/ ~ (4/3)R, oldu-
gundan,

M(rq/2) = (51)

4Rg<0'1205>
G

R, = 300pc ve 01,s = 10kms™! olan tipik bir klasik
clice i¢in,

M(r)2) ~ (52)

;pc (kms™1)?

G =4.302x 10~
302 % 10 Mo (53)

kullanilarak

_ 4(300 pe)(100 km? s72)

Mry2) = — 0% 10 ©

=2.79 X 10" M. (54)

elde ederiz. Isitkanlik L = 5 X 10° L, ise,
M Mg

Yiiksek kiitle-1s1k orani ince bir modelleme artefakti de-
gildir; virial 6lgek r0?/G’den kaynaklanur.

6. Eksenel Simetrik Jeans Denklemleri ve
Asimetrik Siiriiklenme

6.1. Silindirik radyal Jeans denklemi

Silindirik koordinatlarda (R, ¢, z), d/dt = 0 ve d/d¢P =
0 olan duragan eksenel simetrik bir disk i¢in radyal Je-
ans denklemi

dvod) dwe) [0 4o
3R + P +v R +8_R =0. (56)

seklindedir. Dairesel hiz

P

v3(R,z) = Rﬁ. (57)



Jeans Denklemleri, Galaktik Dénme Egrileri ve NFW Karanlik Madde Potansiyel Profili

Galaktik Dinamik

olur.
2 _ =2 2
vy = T +0g,

yazilip (56) yeniden diizenlenirse,

(58)

_ RI(voz) RI(vog,)
e TR e )

bulunur. Orta diizlem yakininda egim terimi ¢ogu za-
man ilk yaklasim olarak ihmal edilir. O halde

B dIn(vo3) Uq%
U?—U;=O2l—m—1+ 5 |- (60)

ORr
Bu fark asimetrik stirtiklenmedir: rastgele radyal hare-
ketler ortalama azimutal akisi dairesel hizin altina indi-
rir.

Uy, = U — Uy < v, olan sicak bir popiilasyon igin,

U? - ’('_J?) = (v, — Z_qu)(’()c + Z_7q§) ~ 20.0,, (61)

dolayisiyla

ok
Vg = — [—
20,

Ustel bir izleyici yogunlugu ve dispersiyon profili icin,

dln(voI%) ) Ui
+_

dlnR o2 | (62)

v(R) = voe_R/Rd, oﬁ(R) = aﬁoe_R/R“, (63)

logaritmik tiirev

dln(vez) R R

=—+—. 4
dInR Rs R, (64)

olur. Eger R = 8kpc, Ry = 3kpc, R, = Tkpe, or =
40kms™!, v, = 230kms™! ve 05)/01% = 0.5 ise,

1600 [8 8
=——|-+=-1+05| kms™

%= 460 1377 s
=11.5kms™!. (65)

Sonug, yash ince-disk yildizlarinin gézlenen gecikme-
siyle ayn1 mertebededir.
6.2. Diisey Jeans denklemi ve yerel yogunluk

Duragan eksenel simetrik bir disk i¢in diisey Jeans
denklemi
la(RVO-IQQZ) N o(va?) . v@ _
R dR Jz dz

0. (66)

seklindedir. Egim terimi giines silindiri yakininda kii-
ctikse,

Ava?) _ oo
T = —VKZ, KZ = z (67)
Boylece diisey kuvvet
_ 19d(vo?)
KZ(Z) = —;T (68)

olur. Bunu silindirik koordinatlarda Poisson denkle-
miyle birlestirmek

19 ( 0P\ 0%
verir.
20
RS2 = 03(R), (70)
oldugundan yerel yogunluk
_10v 9K,
4nGp(R, z) = R 9R + e (71)

seklindedir. Yerel olarak diiz bir dénme egrisi i¢in rad-
yal terim kiictiktiir:

1 dv?
=55 =0, (72)

Bu durumda Oort-sinir1 dl¢iimii esasen dK,/dz oOl¢ii-
midir.

Standart bir yerel karanlik madde yogunlugu
Pam,e = 0.01 Mg pc™, (73)

olup
Pdm,e = 0.38 GeV cm™3, (74)

degerine esdegerdir. Dontisiim
1 Mg pc™® = 37.9GeV cm ™. (75)

ifadesinden gelir. Yerel yogunluk, dogrudan algilama
deneylerini kalibre ettigi ve Samanyolu kiitle modelle-
rini sabitledigi i¢in dinamik agidan énemlidir [12].

7. Donme Egrileri ve Temel Kiitle Modelleri

7.1. Noktasal kiitle ve 1s1kl1 sonlu sistemler

Noktasal bir M kiitlesi icin,

o) =-2, (76)

ve(r) = 1/GTM oc 17112, (77)

Herhangi bir sonlu kiitle dagilimi, uzanimindan ¢ok da-
ha biiytik yaricaplarda benzer davranir:

ve

Mo
M) = M = Sllos

ve(r) = (78)

Bu nedenle uzanmis diiz bir donme egrisi, cevrelenen
kiitlenin yaricapla yaklasik dogrusal olarak biiytimeye
devam ettigini gosterir.
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T T TTTTT T T TTTTT T T T TTT11T T T T T 117 8. NFW Halosu
S
g ) 8.1. Yogunluk, kiitle ve egimler
: r
3 X=—. (85)
[0} Ts
N
= B | olsun. NFW yogunluk profili
g 0.5 — noktasal kiitle N
) —— izotermal (r) = Ps (86)
= — NFW il P x(1+x)%
Liiiil L Lol L T T TTTTIT L I
1071 10° 10! 102 seklindedir. Logaritmik egimi
rirs dinp 4
— P ——[~Inx = 21n(1 +x)]
Sekil 2. Temsili donme egrileri. Noktasal kiitle r~1/2 olarak nr nx o
azalir, izotermal kiire diizdiir ve bir NFW halosunda egri ytik- =—-1- . (87)
selir, tepe yapar ve yavasca azalir. L+x
Boylece
7.2. Ustel disk dop 1 88
2. i — — < 1),
2. Ustel dis dlnr (x ) (88)
Ince bir yildiz diski cogu zaman ve dlnp ; 1 “
- > 1).
dlnr (x ) (89)

Y(R) = Lge R/Ra, (79)
ile yaklasik olarak betimlenir; toplam kiitle
M, = 271)20123. (80)

olur. Tam dairesel hiz ifadesi degistirilmis Bessel fonk-
siyonlarini igerir; nitel olarak v. merkez yakininda ytik-
selir,

R =~ 2.2Ry, (81)

civarinda tepe yapar ve ardindan disk kiitlesinin cogu
cevrelendiginde yaklasik Kepler tipi azalir. Dolayisiy-
la bir disk tek basina, kiitle-1s1k orani yarigapla giiglii
bigimde artmadikca, sonsuza dek diiz bir egri stird{ire-
mez.

7.3. izotermal kiire

Tekil izotermal kiirenin yogunlugu

o
pr) = 5= (82)

seklindedir. Cevrelenen kiitle

T 62 )
M(T) = 471\/0 ms ds
202r

= (83)

olur. Dairesel hiz bu nedenle
v? = G]\f(r) =202, (84)

olup tam olarak diizdiir. Tekil izotermal kiire gézlenen
duizliigi yakalar, fakat iki kusuru vardir: r = 0’da tekil-
dir ve sonsuz toplam kiitleye sahiptir.

Kitle su ifadeden elde edilir:

X 2 d
M(r) = 4npsr§/ VY
0

y(1+y)?
X
_ 3 ydy
= 4Ampsr; ,/o A+ye (90)
Soyle yazalim:
y 11
A+y?  1+y Q+y)?* Gl
Dolayisiyla
X d X
/ yy2=[ln(1+y)+L
o (1+y) L+y],
x
= ln(l + X) - m (92)
Boylece
_ 3 __x
M(r) = dripsr? [ln(l +3) = x] . (93)

Kiitle r — oo iken logaritmik olarak iraksar; bu nedenle
profil bir virial yaricap i¢inde kesilmeli veya yorumlan-
malidir.

8.2. Potansiyel

®(c0) = 0 olan kiiresel bir kiitle dagilimi igin,

D(r) = —G/m M(;) ds. (94)

S

(93) ifadesini u = s/7; ile yerine koyarsak:

CIn(l+u)—u/(1+u)
n MMQM u du.

D(r) = —4nGpsr52/

X

(95)
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Sekil 3. NFW ve Burkert yogunluk profilleri. NFW halosunda
tepe yap1 bulunur, p o =1, oysa Burkert halosunun sonlu bir
merkezi yogunlugu vardir. Her ikisi de biiyiik yaricaplarda
yaklasik 7~ olarak diiger.

/(1 +u)—1In(l +u)
:M Mu2n u’ (96)

d In(1+u)
du u

oldugundan integral

‘/xw In(1 + u) ;2u/(1 + 1) dy = ln(1x+ x). (97)
seklindedir. Boylece
D(r) = —4nGpsr§@. (98)
Esdeger olarak,
D(r) = —4nGpsr§M. (99)

Yogunluk 1/r olarak iraksasa da potansiyel merkezde
sonludur:

®(0) = —4nGpsr?. (100)
8.3. Dairesel hiz ve maksimum hiz
(11) ve (93) kullanilarak,
In(1 - 1
v2(r) = 4nGpsr? al +x) xx/( i x). (101)
Tamimlayalim:
VZ = AnGpsr?. (102)
O halde
2
v:  m(x) X
_£ - =1In(1 - —. 1
=T =i - o (103)
Maksimum su kosulda gerceklesir:
d [m(x)|
T [ . ] =0. (104)
X
"(x) = 1

| | | |

0 2 4 6 8 10 12
x=rlrs

Sekil 4. Maksimumuna gore normalize edilmis NFW dairesel
hiz egrisi. Tepe r = 2.163rs konumunda gerceklesir.

oldugundan kosul
xm’(x) —m(x) =0, (106)
yada
x2 x
m-h’l(l-i-?()-i'm =0. (107)
haline gelir. Sayisal olarak,
Xmax = 2.16258. (108)
Bu yaricapta,
1
v, = v IRL00E) (109)

2.16258

NFW egrisi tepenin tesinde yalnizca logaritmik olarak
yavas azalir; ¢linkii biiytik yarigapta M(r) « Inr olur.

8.4. Virial kiitle, konsantrasyon ve karakteristik yo-
gunluk

7900, ortalama yogunlugu kritik yogunlugun 200 kat1
olan yaricap olarak tanimlansin,

p(< r200) = 200pcrit. (110)
Kritik yogunluk
3H?
erit = ——= - 111
Perit = 310G (111)
seklindedir. Virial kiitle
4m
MQOQ = ?QOOPcritrgoo- (112)
olur. Konsantrasyon
200
===, 11
. (113)

ile tanimlanir. NFW kiitlesinin ro0¢’de degerlendirilme-
si

: c
M200 = 47'[‘051";3 [ln(l + C) - 1_+C:| . (114)
verir. (112) ve (114) esitlenirse
2 3
00 c (115)

Ps = 3 Pt i+ o) -/ + o)
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elde edilir. Yaygin olarak

Ps 200 e
6= — = — . 11
¢ Perit 3 In(l+c)—c/(1+c¢) (116)
tanumlanir. Virial dairesel hiz
V2200 = GM2OO/ (117)
7200
olup NFW dénme egrisi
v?z(r)zgln(1+x)—x/(1+x). (118)
Vio XIn(l+c)—c/(1+c)
seklinde yazilabilir.

9. Calisilmis Sayisal Uygulamalar

9.1. Samanyolu benzeri bir NFW halos1

Alalim:
MQO(] = 1012 M@, c= 10, H(] =70km S_1 MpC_l.
(119)
Bu Hy degeri icin,
Perit = 136 Mo kpe ™. (120)
(112)’den,
P 3Maoo |
209 7 47 200 p it
= 206 kpc. (121)
Sonra ,
re = % = 20.6 kpc. (122)
¢ = 10 icin,
10
m(c) = In(11) - o= 1.489. (123)
Dolayistyla
_ _ Mbsoo
ps 4nrdm(c)
=6.11 x 10° Mg kpc™
=6.11 x 1073 Mg pc>. (124)
Giines yaricapinda Rg = 8.2kpc,
8.2
= —= =(.398. 12
X0 = oo 0.398 (125)
Halo yogunlugu
6.11x 1073 _
Pr(Ro) = 5os i 308)7 Mo PC ’
=7.86 x 1072 Mg pc2. (126)

olur. Bu, (73)’deki kanonik yerel karanlik madde yo-
gunluguna yakindir; yalnizca halo ve tam Galaktik mo-
delleme arasindaki fark onlarca yiizde diizeyindedir.

Virial hiz

[GM
Voo = | —22 = 144 kms™?,
Y200

olup burada G = 4.302x107% kpc(km s™!)?M! kullaml-
mustir. Maksimum hiz (118)’den x = 2.163 konumunda
elde edilir:

(127)

1/2

2.1
¢ _m@163) 1" sl (128)

Vmax =V S
200 [2.163 m(10)

9.2. Bir ciice kiiresel galaksinin kiitle-1s1k orami

R. = 50 pc ve 0105 = 4kms™! olan ultra-soniik bir ciice
icin,

4R€‘71205
M(”l/z) = G
_4(50)(16)
T 4302%x103°7°°
=7.44 x 10° Mo. (129)
Eger L = 3000 L, ise,
M/L ~ 248 Mo /Lo. (130)

Bu, ctice kiiresel galaksilerin bilinen en karanlik mad-
de baskin yildiz sistemleri arasinda neden yer aldigim
gOsterir.

9.3. Diisey kinematikten yiizey yogunlugu

Ince levha yaklagiminda, z yiiksekligindeki diisey kuv-
vet ylizey yogunlugu ile

K.(z) = 2nGX(|z|). (131)
iligkilidir. Kinematik X(1.1kpc) =~ 70 Mg pc™2 veriyor
ve gdriiniir madde 55 M pc~? katki yapiyorsa, karanlik
katk1

Yam =~ 15 Mg pe2. (132)

olur. Bunu |z| < 1.1kpc boyunca yaklasik sabit bir yo-
gunluk olarak yaklastirmak

Tim _ _
Pam = ——B___ = 6.8 % 1073 My pc~?,

= 2(1100pe) (133)

verir; bu da yine 0.01 Mg pc™3 mertebesindedir.

10. Cekirdekler, Tepeler ve Alternatif Halo
Profilleri

Burkert profili yaygin kullanilan c¢ekirdekli bir alterna-
tiftir: 0
0
Pl = T T+ o

Kiigtik yaricaplarda,

(134)

ps(r) = po, (135)
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Tablo 1. Karakteristik NFW nicelikleri.

Nicelik Tanim Anlam
Ts egim yaricapi dlnp/dlnr =-2
Ps olgek yogunlugu normalizasyon
X r/rs boyutsuz yarigap
m(x) In(1+x)—x/(1+x) boyutsuz kiitle
c 200/ s konsantrasyon
Moo (47/3)200pcrit 730 virial kiitle
O¢ 0Os/ Perit karakteristik asir1 yogunluk
Vinax 0:(2.16375) tepe halo hiz1
80 T T T T T :
! S
& \ Ry
L 60f - g !
o) | 2
= o 3
E | Tés 0.5
aa 20 - o — g / S NFW
s L g"ortmur : / - - - Burkert sekli
— gortiniir+KM ok | | : :
0 1 : — 0 1 2 3 4 )

l I
0 02 04 06 08 1 12
|2] (kpc)

Sekil 5. Giines yarigap1 yakininda agiklayici diisey yiizey yo-
gunlugu biitcesi. Neredeyse sabit bir karanlik madde yogun-
lugu, ytikseklikle yaklasik dogrusal biiytiyen bir bilesen ek-
ler.

oysa NFW profilinde p o r~! olur. Burkert profili igin
i¢ cevrelenen kiitle

Mg(r)cr®  (r <o), (136)
olarak 6l¢eklenir ve dolayistyla
ve(r) o 7. (137)
NFW tepe yapisi i¢in,
Mypw(r) o r? (r<rs), (138)
bu nedenle
ve(r) o /2, (139)

Kati-cisim tipi yiikselis ile karekok tipi yiikselis arasin-
daki fark, bir ¢ekirdek ile tepe yapisi arasindaki kinema-
tik imzadir; ancak gozlemsel demet yayilmasi, dairesel
olmayan hareketler, baryonik geri besleme ve egim be-
lirsizlikleri bunu ortebilir.

11. Tartisma

Jeans denklemleri gii¢liidiir ¢iinkii yalnizca diisiik mer-
tebeden hiz momentleri gerektirir; ancak bu tutumlu-
luk ayn1 zamanda temel zayifliklaridir. Bir Jeans ¢ozii-
mii negatif olmayan bir dagilim fonksiyonuna karsilik
gelmek zorunda degildir. Karsilik gelse bile, izd{istirtil-
miis gozlenebilirler M(r), f(r) ve izleyici yogunlugunu

r/rs veyar/ro

Sekil 6. Tepeli ve ¢ekirdekli profiller i¢in i¢ dairesel hiz sekil-
leri. Burkert egrisi kiigtik yarigapta daha ¢ok dogrusal ytikse-
lirken, NFW egrisi r1/2 olarak yiikselir.

tekil olarak belirlemeyebilir. Kiiresel kiitle-anizotropi
dejeneresi klasik 6rnektir: radyal anizotropi kiitle profi-
lindeki bir degisimi taklit edebilir. Ozdevinimler, daha
yliksek hiz momentleri, birden ¢ok izleyici popiilasyo-
nu ve dagilim fonksiyonu modellemesi bu dejenerenin
kirilmasina yardimci olur.

Donme egrileri daha dogrudandir, fakat varsayimsiz
degildir. Gaz dénmesi basing gradyanlari, tiirbiilans,
bikilmeler, ¢ubuklar, sarmal akis ve diskin sonlu ka-
Imhigindan etkilenir. Yildiz dénmesi asimetrik siiriik-
lenme diizeltmeleri gerektirir. Siskinlik, disk, gaz ve ha-
lo bilesenlerine ayristirma yildiz kiitle-1s1k oraru ile si-
nirlidir. Buna karsin Rubin ve Bosma tarafindan bulu-
nan ampirik diizliik, karanlik madde icin en acik dina-
mik argiimanlardan biri olmaya devam eder: 1s1kl1 dis-
kin 6tesinde v, = sabit olmast M(r) o« r anlamina gelir
ve bu gortintir kiitleyi ¢ok asar.

NFW profili soguk karanlik madde paradigmasimnin
temel taslarindan biridir. Tki parametresi Mg ve c ile
degistirilebilir ve boylece galaksi dinamigi kozmolojiye
baglanir. Hiyerarsik yap1 olusumunda konsantrasyon,
halonun toplandig: dénemde Evren’in karakteristik yo-
gunlugunu yansitir: diisiik kiitleli halolar tipik olarak
daha erken olusur ve daha konsantredir. Hassas koz-
moloji peit’e giren arka plan parametrelerini sabitler
[13], simiilasyonlar ise kiitle—konsantrasyon iligkisini
kalibre eder.

Bununla birlikte NFW bigimi evrensel olarak yeter-
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li degildir. Tepe—gekirdek problemi, baz1 karanlik mad-
de baskin galaksilerin neden merkezi ¢ekirdeklere sa-
hip goriindiigiinii sorar. Olasi agiklamalar arasinda tek-
rarlanan gaz igeri akisi ve disar1 akisi yoluyla karanlhik
maddeye enerji aktaran baryonik geri besleme, kendiy-
le etkilesen karanlik madde, bulanik veya sicak karan-
lik madde ve sistematik gozlemsel etkiler yer alir. Buna
karsilik bazi sistemler tepelerle tutarhidir. Dolayisiyla
problem yalnizca NFW'nin yanlis olup olmadig degil,
carpismasiz soguk karanlik madde art1 baryonik fizigin
ondan sapmalar1 hangi kosullarda 6ngordiigiidiir.

Yerel karanlik madde yogunlugu baska bir modern
siir1 gosterir. Gaia astrometrisi, milyonlarca yildiz
icin faz-uzay1 bilgisi saglayarak diisey Jeans analiz-
lerini dontstiirmiistiir. Ancak sarmal kollardan, Ga-
laktik gubuktan, uydu pertiirbasyonlarindan ve faz-
uzayl sarmallarindan kaynaklanan dengesizlikler en
basit duragan-durum varsayimlarin ihlal eder. Yerel
deger pamo ~ 0.01 Mg pc® mertebe diizeyinde sag-
lamdir, fakat yiizde diizeyinde hassasiyet denge-dis1
modelleme gerektirir.

12. Sonug

Faz-uzayi say1 korunumundan baslayarak ¢arpismasiz
Boltzmann denklemini ve hiz momentlerini tiirettik.
Sifirinct moment izleyici stirekliligini verirken, birinci
moment kiitlecekimin hiz dispersiyonu gradyanlar: ve
akis hareketiyle dengelendigi Jeans denklemlerini verir.
Kiiresel sistemlerde Jeans denklemi cevrelenen kiitle-
yi izleyici yogunlugu, radyal dispersiyon ve anizotro-
pi ile iligkilendirir; disklerde radyal denklem asimetrik
stiriiklenmeyi, diisey denklem ise diisey kuvvet {izerin-
den yerel yogunlugu verir.

Donme egrileri bu dinamik ilkeleri karanlik madde
i¢in en gii¢lii argtimanlardan birine dontistiiriir. Nokta-
sal kiitle v oc 7~1/2 verir, tistel disk tepe yapip azalir; oy-
sa gozlenen sarmal galaksiler yaygin bicimde neredey-
se diiz egriler gosterir. Izotermal kiire diizligii agiklar,
fakat tekildir ve sonsuz kiitleye sahiptir. Kozmolojik si-
miilasyonlarla giidiilenen NFW profili, —1 ve —3 yogun-
luk egimleri, cevrelenen kiitle M(r) = 4mtp,r3[In(1+x)—
x/(1 + x)], potansiyel ® = —4nGpsrdIn(1 + r/rs)/r ve
r = 2.163rs; konumunda bir dairesel hiz maksimumu
olan fiziksel olarak baglantili bir halo modeli saglar.

Jeans yontemleri ve NFW halolar1 vazgecilmez olma-
ya devam etmektedir, fakat nihai yantlar degildir. Var-
sayimlar1 denge-dis1 yapi, baryonik etkiler ve ytiksek
kaliteli veriler karsisinda ssnanmalidir. Kuram, simtilas-
yonlar ve gozlemler arasindaki siiregelen diyalog, ga-
laktik dinamigi modern astrofizigin merkezi bir disip-
lini yapan seydir.
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