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Ozet. Friedmann denklemleri, modern homojen kozmolojinin dinamik cekirdegini olusturur. Genisleyen bir uzay-
zamanin geometrisini Evren’in yogunlugu, basinci, egriligi ve vakum enerjisi icerigi ile iliskilendirir ve b&ylece s1-
cak Biiytik Patlama, kozmik yas 6l¢egi, kirmiziya kayma-uzaklik gézlemlerinin yorumu ve ivmelenen geniglemenin
kesfi i¢in kuramsal temeli saglar. Bu makalede, eshareketli cercevede agik Christoffel sembolleri, Ricci bilesenleri ve
miikemmel-akiskan gerilme-enerji tensorii kullanilarak Friedmann denklemlerinin Friedmann-Lemaitre-Robertson—
Walker metriginden adim adim tiiretimi verilmektedir. Akiskan denklemi kovaryant enerji korunumundan tiiretil-
mekte ve birinci Friedmann denkleminin zamana gore tiirevi ile ivme denkleminin birlikte kullanilmasina esdeger
oldugu gosterilmektedir. Ardindan durum denklemleri, yogunluk parametreleri, analitik 6l¢ek-¢carpari ¢oziimleri,
yas integrali, yavaslama parametresi, 1strum uzakliklar1 ve Tip Ia stipernova Hubble diyagramu tartisilmaktadir. Ek
¢ozlimlii 6rneklerde kozmik yas, kritik yogunluk, gecis kirmiziya kaymasi ve z = 1 konumundaki bir stipernovanin
1snim uzakligi hesaplanmaktadir. Son olarak, Hubble gerilimi dahil olmak tizere genisletmeler, gozlemsel smnamalar,
varsayimlar ve acik sorunlar ele alinmaktadir.
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stipernovalar1

1. Giris

Modern fiziksel kozmoloji, yeterince biiyiik 6lceklerde
ortalamasi alindiginda Evren’in homojen ve izotropi-
ye yakin oldugu yoniindeki dikkat ¢ekici ampirik ol-
guya dayanur. Galaksi taramalari giiglii yerel kiimelen-
meyi, filamentleri, duvarlar1 ve bosluklar1 gosterir; bu-
na karsin istatistiksel dagilim 100 Mpc mertebesindeki
ve daha biiyiik 6lceklerde tekdiizelige yaklasir. Kozmik
mikrodalga arka plan 1s1nim1 daha da garpicidir: dipol
ve 6n planlar ¢ikarildiktan sonra sicaklik anizotropileri
107° mertebesindedir. Bu gdzlemler, biiyiik 6lgeklerde
higbir uzaysal konumun ve hi¢bir uzaysal yoniin ayrica-
likl1 olmadigini séyleyen kozmolojik ilkeyi motive eder.

Bu ilkenin matematiksel sonucu son derece kisitlay-
cidir. Uzayzaman metrigi sabit egrilikli uzaysal hiper-
ylizeylere sahip olmali ve zaman evrimi tek bir fonk-
siyonla, 6lcek carpani a(t) ile, betimlenmelidir. Orta-
ya ¢tkan Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FL-
RW) metrigi, bu nedenle, tam biiyiik 6l¢ekli homojen-
lik ve izotropi ile uyumlu en genel metriktir. Bu met-
rik Einstein alan denklemlerine yerlestirildiginde, tam
tensOr kuramai a(t) igin iki adi diferansiyel denkleme in-
dirgenir: Friedmann denklemi ve ivme denklemi. Bu
denklemler ilk kez 1920’lerde Friedmann ve Lemaitre
tarafindan tiiretilmis, daha sonra Robertson ve Walker
tarafindan modern geometrik bigimlerine kavusturul-
mustur [2, 3,4, 5].

Friedmann denklemleri ti¢ temel kozmolojik gozlemi
aciklar. Birincisi, galaksilerin uzaklasmasi énceden var
olan Oklidyen bir uzay icindeki siradan hareket degil,
a(t) buytudiikce eshareketli diinya ¢izgileri arasindaki
6z uzakligin artmasidir. Ikincisi, sicak erken Evren, 1g1-
nim ve madde yogunluklarinin 2 azaldik¢a hizla art-

masindan kaynaklanir. Ugiinciisii, Tip Ia siipernovalari
kullanilarak kegfedilen ge¢-zamanli ivmelenen genisle-
me [14, 15], kozmik enerji biitgesinin yeterince negatif
basinca sahip bir bilesen icerdigini gosterir; bunun en
basit bigimi kozmolojik sabit A’dir.

Bu makalenin amact pedagojik olmakla birlikte titiz-
dir. Denklemleri dogrudan metrikten tiiretiyor, ¢ ¢ar-
panlarmi ve uzaysal egrilik parametresi k"y1 koruyoruz.
Daha sonra yogunluk parametrelerini, analitik smir ¢6-
ziimlerini, 151m1m uzakligini, Evren’in yasini ve Planck
2018’den sayisal degerleri tanitarak bicimciligi gozlem-
lerle iligkilendiriyoruz [16]. Diizey ve gosterim, Carroll
ve Ostlie [1] gibi standart lisanstistii anlatimlar ve ileri
astrofizik metinleriyle uyumlu olacak bi¢cimde secilmis-
tir.

2. Fiziksel ve Matematiksel Cerceve

2.1. Kozmolojik ilke

Tanim 1 (Kozmolojik ilke). Yeterince biiyiik uzaysal
olgeklerde Evren istatistiksel olarak homojen ve izotro-
piktir. Ideallegtirilmis tam sinirda, her uzaysal nokta di-
ger tiim noktalara ve her uzaysal yon diger tiim yonlere
esdegerdir.

Homojenlik ayricalikhi konumlar1 ortadan kaldirir;
her nokta etrafindaki izotropi ise ayricalikli yonleri or-
tadan kaldirir. Birlikte, sabit kozmik zamanin uzaysal
dilimlerinin sabit egrilige sahip oldugunu ima ederler.
Bu tiir tig-geometriler bir egrilik indisiyle siiflandirilir:

+1, kapal pozitif-egrilikli uzay,
k=10,
-1, agik negatif-egrilikli uzay.

uzaysal olarak diiz Oklidyen uzay, (1)
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6z uzaklik
Dy =alta)x
Dp = u(tl)X
to >t
eshareketli yarigap x
gozlemci X

Sekil 1. Eshareketli koordinatlar temel gozlemcileri etiketler.
Bunlarin koordinat ayrilig1 x sabitken, 6z uzaklik 6lgek car-
panu a(t) ile orantili olarak biiytir.

Boyutlu egrilik yaricap1 k = +1 ise 6lgek ¢arpani a(t)
igine sogurulur. k = 0 ise a’nin normlanmas: konvansi-
yoneldir.

2.2. FLRW ¢izgi elemani

Kiiresel eshareketli koordinatlarda (t,r, 0, ¢) FLRW
cizgi eleman

dr?

2_ 21,2 2
ds® = c¢*dt® — a*(t) -

+72d0? + r?sin? 0 d¢?| .

(2)
seklindedir. r koordinati eshareketlidir: diizgiin koz-
mik akiskan i¢inde durgun olan serbest diisen galak-
silerin r, 0, ¢ degerleri sabittir. Kozmik zaman ¢’deki
tiziksel, ya da 6z, radyal uzakhk

Dy(t) = alt)x, 3)
olup burada radyal eshareketli koordinat y

dr
V1 - kr2 @

ile tanimlanir. Boylece

sin~lr, k=+1,
x(r)y=13r, k=0, (5)
sinh™tr, k=-1.

Sabit y icin (3) denkleminin tiirevi, Hubble yasasini
tam homojen bicimiyle verir:

. a
Urec = Dp =dx = EDP' (6)

Dolayisiyla Hubble parametresi

H(t) = % (7)

seklindedir. Olgek garpani a, iken yayilan ve a, iken
gozlenen bir fotonun kirmiziya kaymasi

ag
1+z=—. 8
2= (8)

ile verilir. Bugtiin icin a¢ = 1 almak gelenekseldir.

Kirmiziya kayma bagintis1 ardisik dalga tepelerin-
den de dogrudan elde edilebilir. Radyal bos 1sinlar icin
salma ve gozlem zamanlar1

o cdt fotdlo ¢ gt
== = 9)
t,a(t) torot,  a(t)
bagintisini saglar. Neredeyse esit iki integralin ¢ikaril-

masl
Oty Ote

=—, 10
o (10)

sonucunu ve dolayisiyla
14z=le O _do (1)

vo Ot  de
ifadesini verir. Bu tiiretim, kozmolojik kirmiziya kay-
manin statik bir arka planda yerel Doppler kaymalari-

nin ardisik toplami degil, bos jeodezikler boyunca bir
metrik etkisi oldugunu vurgular.

3. FLRW Metriginin Geometrisi

3.1. Metrik bilesenleri

(2) denkleminin uzaysal kismini

dr?

1—kr2

seklinde yazmak yararhdir; boylece dort-metrigin bile-
senleri

A% = pjjdx'dx) = +r2d0%+7?sin? 6 dg?, (12)

goo=¢*,  gi=0, gj=-a*t)y;  (13)
olur. Ters metrik
00 _ é’ g% =0, gl = _a%(t)yij' (14)
seklindedir.
Determinant zamansal ve uzaysal ¢carpanlara ayrilir:
ca®r?sin 6

Vg = ca’yy = (15)

Bu ¢arpan kovaryant korunumu denetlerken ve hacim
elemanlarini kurarken yararhdir. Sabit-zaman hiperyi-
zeyi lizerindeki 6z hacim eleman1

2.
_ 3 1r*sinf

AV, = a dr d@ de. (16)

1—kr?

seklindedir.

3.2. Christoffel sembolleri
Levi-Civita baglantist
o 1 o
I = 58 P (ugvp + OvGup — IpQuv) - (17)
ile verilir. Yalnizca a(t) zamana bagh oldugundan,

aogij = —2aa Yijs (18)
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burada tist nokta d/df anlamina gelir. Karisik zaman-— _ i H?  k
uzay sembolleri ac c a

1 ad
I% = —58"8ij = 3 Viis (19)
i L ik a j
Fojzigl &ogjkzaélj:H(sl]-. (20)

seklindedir. Saf zamansal semboller sifirdir:

%, =0, I =0, o

)= 0. (21)

Saf uzaysal semboller sabit-egrilikli metrik y;; nin sem-
bollerine esittir:

ri]'k = (3)1—~ijk(7/). (22)
Acikea,
Gr - KT G - P
et 0o = (L —kr?),
(23)
1
Or,, = -r(L=kr?)sin®60, O, = = (24)
ore -1 @0 = —sin 0 cos 0
o =7 6o = —sinOcos6,
(25)
@re 5 = C0L0. (26)

3.3. Ricci tensorii ve skaleri

Egrilik konvansiyonu

Rf, = 0yl — T, + r"y e =T8T, (27)

oldugunda Ricci tensorii
Ry = RY (28)

pav:
ile tanimlanir. Zaman-zaman bilegeni igin,

Roo = —9oT%, — r“oﬁrﬁoa (29)

d .
= - (3H) - 3H*=-3(H+H?)  (30)

p

=-3-. 31
- (31)

Uzaysal bilesenler igin

ai 24>
Rij = (6_2 + C_2 + 2k) Vij- (32)

elde edilir. Esdeger olarak, g;j = —a?y;; oldugundan,

Rij=—[;?+26—lf+i—’;]gij. (33)
Karigik zaman-uzay bilesenleri sifirdir:
Rpi = 0. (34)
Kontraksiyon Ricci skalerini verir:
R =g"Roo + gVR;; (35)

Saf uzaysal metrik y;; igsel Ricci tensoriine ve skale-
rine sahiptir:

(S)Rij(y) =2k Vij/ (37)
GR(y) = 6k. (38)
Fiziksel uzaysal metrik aQyi]- i¢in uzunluklar g ile ¢arpi-

lir ve egrilik uzunlugun karesiyle ters orantili 6lcekle-

nir; bu nedenle
6k
OR phys = - (39)

(39) denklemi, Friedmann kisitindaki kc?/a? teriminin
geometrik kokenidir.

Einstein tensorii
1
Guw =Ry — §ngv. (40)

ile tanimlanur. Sifir olmayan bagimsiz FLRW bilesenleri

kc?
Goo :3(H2+7), (41)
i o ke?
Gi]'z— 25 +H +a—2 Sij- (42)

seklindedir. (41) denklemi birinci Friedmann denkle-
minin geometrik kokeni, (42) ise ivme denkleminin ko-
kenidir.

4. Madde Kaynagi: Miikemmel Akiskan

Biiyiik Olceklerde tiim madde ve 1sinim miikem-
mel akiskanla yaklasiklanir. Yerel durgun cergevede
gerilme-enerji tensorii kosegendir:

T = diag(pc?, —p, —p, -p), (43)
burada p, ¢*’ye boliinmiis kiitle-enerji yogunlugu, p ise
izotropik basingtir. Kovaryant olarak,

T = (p+ 2 ) uau - (44)

w = \pP 2 plv = P8uv,

ve
utuy, = c®. (45)

saglanir. Eshareketli bir gézlemci igin,
ut =(1,0,0,0),  uy=(c*0,0,0). (46)

Boylece
Too = pc?, (47)
Tij = pa®yij = =p 8ij- (48)

Basing kiitlegekime katkida bulunur; ¢iinkii Ty, tenso-
riiniin uzaysal bilesenlerinde goriiniir ve dolayisiyla
uzayzaman egriligini etkiler.

Miikemmel-akiskan gerilme-enerji tensoriiniin izi

T = g"' Ty = pc® - 3p. (49)
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seklindedir. Dolayisiyla p = pc?/3 olan 1gtmim izsiz bir
gerilme-enerji tensoriine sahiptir:

Trad = 0. (50)

Bu olgu, dort uzayzaman boyutunda serbestce yayi-
lan elektromanyetik 151nimin konformal degismezligi
ile yakindan iligkilidir.

5. Friedmann Denklemlerinin Tiiretimi

Isaret konvansiyonunu

8nG

GHV - Aguv = C—4Tuv. (51)

olarak aliyoruz. Egrilik konvansiyonu (27) ile bu, aga-
g1da kullanilan standart kozmolojik isaretleri verir.

5.1. Birinci Friedmann denklemi

(51) denkleminin 00 bileseni

8nG
Goo — Agoo = o Too.- (52)
seklindedir. (41), (47) ve oo = ¢? kullanilirsa
2+ ) J At = snG 53
3 + a_2 —Ac” =8m P ( )

elde edilir. H? icin ¢dzmek birinci Friedmann denkle-
mini verir:
5, 8nG  kc?  Ac?
H* = 5 P~ 3 + 3
Not 1. (54) denklemindeki terimler acik anlamlara sa-
hiptir: madde ve 1stnim yogunlugu H?'yi artirir, pozitif
uzaysal egrilik H?'yi azaltir, negatif egrilik onu artirir
ve pozitif bir kozmolojik sabit genislemeyi ivmelendi-
ren sabit bir enerji yogunlugu gibi davranur.

(54)

5.2. ikinci Friedmann denklemi

(51) denkleminin uzaysal kismi

8nG
Gi]‘ - Agij = _C4 T;] (55)
seklindedir. (42) ve (48) yerine konuldugunda bagim-

s1z uzaysal denklem

i o kc? 5 8nG
2; +H +a—2—AC ——C—2p. (56)
elde edilir. (54) kullanilarak H? + kc?/a? yok edilirse
i 8nG  Ac? 5, 881G
2;+TP+T—AC ——C—Qp, (57)
i 4nG 3r\  Ac?
—=——|p+ |+ —.
a 3 c? 3

(58)
(58) denklemi ivme denklemidir.

Not 2. Etkin kiitlecekimsel kiitle yogunlugu p +
3p/c?dir. Istum, p = pc?/3 oldugundan tozdan daha
giiclii kiitlegekir. Vakum enerjisi p = —pc? degerine sa-
hiptir; bu da p + 3p/c? = —2p yapar ve dolayisiyla iv-
melenmeyi stirer.

5.3. Kovaryant korunumdan akiskan denklemi

Kontrakte Bianchi 6zdesligi
VuGH = 0. (59)

gerektirir. V, ¢ = 0 oldugundan, (51) yerel gerilme-
enerji korunumunu ima eder:

V,TH =0. (60)

Eshareketli FLRW c¢ercevesinde v = 0 igin,

p+3H(p+C%):O. (61)

Ayni denklem termodinamik olarak da elde edilir. V' o«
a* olan eghareketli bir hacimdeki enerji

E = pc?a®. (62)
seklindedir. Adyabatik genisleme
dE = —p d(a®). (63)
bagintisina uyar. Zamana gore tiirev alinirsa,

d

d
2 3y = _ 3
c dt(pa ) Pdt(ﬂ )- (64)
Her iki taraf agildiginda
c?a®p + 3c?a’a p = —3pa’a, (65)

ve c?a? ile boliindiigiinde (61) elde edilir.

5.4. Denklemlerin esdegerligi

(54), (58) ve (61) denklemlerinden yalmizca ikisi ba-
gimsizdir. (54) denklemini tiirevleyelim:

. 2kc?a
9HH = %p + :3 2 (66)
(61) kullanilarak
) 2kc?H
9HH = —~87GH (p + C%) + ;2 (67
elde edilir. H # 0 i¢in,
2
H = —47G (p+c’%)+kai2. (68)
Ayrica
Lof+m? (69)
a
oldugundan, (54) ve (68) denklemlerinin yerine konul-

masi

3 =)t 5 (70)

i __4nG( +3_p) Ac?
3

sonucunu verir; bu da tam olarak (58) denklemidir.
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6. Durum Denklemleri ve Yogunluk Olgek-
lenmesi

Barotropik bir kozmik bilesen ¢ogu zaman
p =wpc?, (71)
ile tanimlanir; burada w sabittir. Akiskan denklemi
p+3Hp(l+w)=0. (72)

halini alir. H = 4/a kullanilirsa,

P__ a
0~ 3(1 +w)a. (73)
Integrasyonla,
P a
Inf—|=-31+w)ln{—, 74
(o) =)o
dolayisiyla
a =3(1+w)
p(a) = po (—) (75)
ag
elde edilir.
Onemli durumlar sunlardur:
w=0: pyx a3, (76)
w = % : oproca?, (77)
w=-1: pp = sabit. (78)

Madde hacim genislemesiyle seyrelir. Istnim hem ha-
cimle hem de foton kirmiziya kaymasiyla seyrelir. Va-
kum enerjisi sabit kalir; ¢linkii negatif basinci artan hac-
mi tam olarak telafi eden is yapar.

Kozmolojik sabit etkin bir akigskan olarak yazilabilir:

Ac?
PA= oG (79)
pa = —pac®, (80)
WA = —1. 81
(81)

w sabit degilse, ayni ayristirma daha genel ifadeyi ve-
rir:

. . da’
p(a) = poexp [—3/ (I +w(a’)) pr } . (82)
1
Yaygin bir fenomenolojik bigim
w(a) = wy +w,(1—a), (83)

olup bu durumda (82)
Pac(@) = pacoa ) exp[-3wa(1 - a)].  (84)

haline gelir. ACDM smir1 wy = —1 ve w, = 0 alnarak
geri kazanilir.

7. Yogunluk Parametreleri ve Toplam Kura-
Ih

Kritik yogunluk
3H2(t)
pe(t) = =nC (85)
ile tanimlanir. Her bilesen i¢in,
pi(t)
Q;t) = . 86
Kozmolojik sabit yogunluk parametresi
Ac?
Q(t) = S0 (87)
seklindedir. Egrilik yogunluk parametresi
kc?
Qk(t) = —m. (88)

olarak tanimlanir. (54) denkleminin H?'ye béliinmesi
1=0Qp +Qp +Qp + O. (89)
sonucunu verir. 49 = 1 igin genisleme fonksiyonu

E(a) = %}‘) (90)

seklindedir. Madde, 1s1m1m, egrilik ve A igin,

E%(a) = Q0™ * + Quoa™ + Qroa 2 + Qpo. (91)
Esdeger olarak kirmiziya kaymada,
E3(2) = Qvo(1 + 2)* + Quuo(1 + 2)% + Qio(1 + 2) + Qno.

Zamana bagli kesirsel yogunluklar 2
Q) = S (93)
00 = 2, (94)
OA0) = 22, (95)
Qo) = P (96)

seklindedir.
Istmim-madde esitligi p,(a) = pm(a) oldugunda ger-
ceklesir; yani
Qro QmO

eq — 7 e: _1 7
Aeq Qo Zeq Qo (97)

Madde-vakum esitligi p,,(a) = pa oldugunda gercek-
lesir ve

/3 1/3
Qo ! Qpo
=|— = |— - 1.
AmA (QAU ) s ZmA (Qmo (98)

verir. Bu esitlik ivmelenmenin baslangiciyla ayni degil-
dir; ivmelenme diiz madde-arti-A evreninde daha giic-
lii kosul olan p,;, < 2pa gerektirir.
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I I
—— yalnizca madde
---  yalmzca A
diiz ACDM

Sekil 2. Olgek-carpani gegmisleri. Madde baskinligi a o $2/3
verir, saf vakum enerjisi tistel genisleme verir ve diiz ACDM
madde-benzeri erken davranistan ge¢ ivmelenmeye gecis ya-

par.

L 1simm ||
—— madde
— A
s
ol 0.5 -
| | I |
0—5 -4 -3 -2 -1 0
logga

Sekil 3. Neredeyse diiz Planck-benzeri bir model i¢in kesirsel
yogunluklarin evrimi. Cok kiiciik a degerlerinde 151mim, orta
a degerlerinde madde ve ge¢ zamanlarda vakum enerjisi bas-
kindir.

8. Analitik Olgek-Carpani Coziimleri

8.1. Madde baskinlig:
Diiz, yalnizca madde igeren bir evren igin,

H? =Hja™>. (99)
H = a/a oldugundan,

i = Hoa /2. (100)

Degiskenler ayrilirsa,

a'?da = Hydt. (101)
a = 0 vet = 0 kosullariyla integrasyon
2
§a3/2 = Hot. (102)
verir. Dolayisiyla
2/3
Hot
a(t) = (3 L ) . (103)
Bu nedenle madde-baskin genisleme yavaslar:
i<0. (104)

8.2. Isimim baskinligi

Diiz, yalnizca 1s1mim igeren bir evren igin,

H? = H2a™. (105)
Boylece
i =Hpa™". (106)
Degiskenleri ayirip integre ederek,
ada = Hy dt, (107)
ve )
§a2 = Hot. (108)
elde edilir. Dolayisiyla
a(t) = (2Hot)Y2. (109)

Basing kiitlecekime pozitif katkida bulundugundan 1s1-
nim maddeden daha giiglii bicimde yavaslar.

8.3. Vakum baskinlig:

Saf pozitif A igin,
Ac?
H? = = = H3 (110)
Dolayisiyla
2 _ H,. (111)
a
Integrasyon
a(t) = ajexp [HA(t — t;)]. (112)
sonucunu verir. lvme
i 2
~=H}>0. (113)

seklindedir.

8.4. Diiz madde art1 kozmolojik sabit

Uzaysal olarak diiz, basingsiz madde ve A igeren bir ev-
ren igin,

H? = Hf (Qua™ + Qa), (114)
ve
Qn+Qp=1. (115)
Diferansiyel denklem
a _3 1/2
E = HO (Qma + QA) . (116)
seklindedir. Su degiskeni tanimlayalim:
y=a’? (117)
O halde 5
v = ial/Qd. (118)
(116) kullanilarak
.3 o\ 1/2
¥ = 5Ho (Qu +Quy?) . (119)
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Sekil 4. Diiz madde art1 A igin yavaslama parametresi. Ge-
¢is g = 0 oldugunda gergeklesir; Planck-benzeri parametreler
i¢in bu zt, =~ 0.64 degerine karsilik gelir.

Ayrnistiralim:
d
Y _3pan (120)
VQu +Qpy? 2
Integral
1 _ (O)N 3
sinh™! —=| = =Hyt. 121
\/Q_A y Qm 9 0 ( )
seklindedir. a = y?/? igin cozmek
1/3
a(t) = (%) sinh2/3 [§HO On t] . (122
Qa 2

sonucunu verir. Bu ¢6ziim erken zamanlarda £2/ 8 geg
zamanlarda ise exp(HoVQat) gibi davranr.

9. Yas, Yavaslama ve Uzakliklar

E(z) ile belirtilen bir modelde Evren’in yast

fo 1 [ dz
to = dt = — / —_ 123
o= =) wreE 02
ile verilir. Esdeger olarak,
1 (" da’
tHa) = — . 124
@ Ho/o a’E(a’) (124)
Diiz madde art1 A igin (122)
2 _ Qp
= sinh™ [ == 125
" 3H,vVOn Q. (125)

sonucunu verir.

z kirmiziya kaymasina kadar geriye bakis zamani

1 [F dz’
W === [ e

seklindedir. 1 + z = a~! oldugundan, tiirev alma

(126)

dt 1
&z~ (+2)HGE) (127)

bagintisini verir. Bu baginti, pasif olarak evrilen galak-
silerin diferansiyel yaslarinin dz/dt icin gozlemsel bir
tahmin sagladig1 H(z) kronometre 6l¢timlerinde kulla-
nilir.

Yavaglama parametresi

_ai ija
q(t) = —a—Q = —m. (128)
ile tanimlanir. (58) kullanilirsa,
4nG 3p
q = _3H2 (p + C_Q) — QA. (129)
Madde, 151im ve A igin,
1
q =5 +Qr = Qa. (130)

Ge¢ zamanlarda 1sinim ihmal edilebilir; dolayisiyla

QmO

qo = —— — Qxop.

; (131)

Ivmelenme g = 0 oldugunda baglar. Diiz madde art1 A
icin,

1
§Qm(atr) = QA(atr)' (132)
Bu,
1/3
Ay = (2QA) , (133)
veya
1/3
20
=== -1 134
(2w
verir.
Isik 1ginlari igin ds? = 0 olur. Radyal yayihm
dt
— =dy. 135
o - W (135)

bagmtisina uyar. Goriis dogrultusu eshareketli uzaklig

c [* dz’
D = — _—. 136
-1 | 1 (136)
seklindedir. Enine egshareketli uzaklik
HO\C/(Tk Sinh(VQkHoDc/C) , Qr >0,
Dy = {Dc, Qr =0, (137)
c .
HO\/@ Sln(\/|Qk|HoDc/C) , Qp <.
ile verilir. Agisal-cap uzaklig1
Dum(z)
D = . 1
alz) = == (138)
seklindedir. Isinim uzaklig:
Di(z) = (1 + z)Dp(2). (139)

olur. (138) ve (139) denklemleri Etherington karsilikli-
ik bagintisini ima eder:

Dr=(01+ Z)ZDA, (140)
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Sekil 5. Istnim-uzakligi formiillerinden hesaplanan nitel
Hubble diyagrami. Sabit kirmiziya kaymada, diiz ve ivmele-
nen bir ACDM evreni, Einstein—de Sitter yalnizca-madde mo-
delinden daha biiytik uzakliklar 6ngoriir; bu, Tip Ia stiperno-
valariyla 6lgtilen temel imzadr.

1.5 .
=
©
=
=
S |
S
2 T S s
Z , -
g 05 LT HoDc/c |
- 2”7 |- - - karmiziya kayma Olcegi [
VIO [ Hoty,
0 < | T T T T

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
z

Sekil 6. Diiz Planck-benzeri bir ACDM kozmolojisi i¢in bo-
yutsuz uzaklik ve geriye bakis zamani davrarnisi. Uzakliklar
kiiciik z degerlerinde neredeyse dogrusal biiytiirken, geriye
bakis zamani yiiksek kirmiziya kaymada Hubble zamaninin
sonlu bir kesrine yaklasir.

bu bagint1 fotonlar bos jeodezikler iizerinde yol aldi-
g1 ve foton sayis1 korundugu stirece gegerlidir. Uzaklik
modiili

D
=m-M=51 —. 141
p=m 0810 ( 10 pc) (141)
seklindedir. Tip Ia slipernovalari y(z)'yi belirler ve
bu nedenle genisleme ge¢misinin integralini dogrudan
yoklar.
Kat1 ac1 dQ kapsayan bir tarama igin eshareketli ha-

cim elemani 2 ()
cD? (z
dve _ ZZm®) (142)
dzdQ  HyE(z)
ile verilir. Bu nicelik galaksiler, kiimeler ve kuasarlar
kullanilarak yapilan sayi-sayimi testlerine girer.

10. Coziimlii Sayisal Uygulamalar

Planck 2018 temel parametrelerinin temsili degerlerini
[16]
Hy =67.4kms ! Mpc™t,

Quo = 0.315,  (143)

ve neredeyse diiz bir evren kabul ediyoruz; dolayisiyla

QAO ~1- QmO = 0.685. (144)
SI birimlerinde Hubble sabiti
103ms™?
Hy =674 145
’ 3.0856776 x 1022 m (145)
=2.184x 10718571, (146)
seklindedir. Hubble zaman
Hy' =4.579x 10" s = 14.51 Gyr. (147)
olur. Giincel kritik yogunluk
3H2
Pco = 317G (148)
2.184 x 10718 g71)2
_ 3(2.18 _O s )_ _ (149)
87(6.6743 X 10711 m3 kg=1 s72)
=8.53x10"* kgm™3. (150)
Madde yogunlugu
Pmo = Quopeo = 2.69 x 107> kgm™>. (151)
seklindedir. Analitik diiz ACDM yas1
2 0.685
to = ———sinh™! [ —— (152)
3HV0.685 0.315
=0.951 Hy' = 13.80 Gyr. (153)
olarak bulunur. Giincel yavaslama parametresi
31
Jo = &25 —0.685 = —0.528. (154)
seklindedir. Gegis kirmiziya kaymast
/3
2(0.685)\"
= | -1 155
‘ ( 0.315 ) (155)
= 0.63. (156)

olur. Bu, kiiciik kaymalarin 1sinima, egrilige ve kesin
karanlik-enerji modeline bagh oldugu, yaygin olarak
verilen z¢, =~ 0.6-0.7 araligidur.

(144) denklemine karsilik gelen vakum yogunlugu

pA0 = 0.685 peo = 5.84 X 107* kgm ™. (157)
seklindedir. Ilgili kozmolojik sabit
8nGpao
=1.09x 1072 m™2. (159)
olur. Madde—vakum esitligi
0.685\'/
mh = (0.315) -1 (160)
= 0.30. (161)

degerinde gerceklesmistir. lvmelenmenin daha erken,
Z¢y = 0.63’te baslamasi, p,, = 2pa kosulundaki iki ¢ar-
panin1 yansitir.
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Tablo 1. Planck 2018 diiz ACDM kozmolojisi igin temsili say1-
sal nicelikler.

Nicelik Deger Anlam
Hy 67.4kms~! Mpc! genisleme hizi
Qumo 0.315 madde kesri
Qpg 0.685 vakum kesri
Hy L 14.51 Gyr Hubble zamani
Pco 8.53x 10727 kg m™3 kritik yogunluk
to 13.80 Gyr kozmik yas
q0 —-0.528 glincel ivmelen-
me
Ztr 0.63 ivmelenme gegi-
si
300
v—‘i
2
=
T 200
n
g
=
N
T 100
\ 1 \ | r

Sekil 7. Diiz ACDM igin genisleme hiz1 ve yalnizca-madde
olgeklenmesiyle karsilastirmasi. Yiiksek kirmiziya kaymada
madde baskindir ve H o« (1 + z)3/2; ge¢ zamanlarda ise H,
vakum &lgegi HovVQ, degerine yaklagir.

11. Coziimlii Bir Uzaklik Ornegi: z = 1 Ko-
numunda Bir Siipernova

Ayni diiz Planck-benzeri kozmolojide kirmiziya kayma-
st z = 1 olan bir Tip Ia stipernova diistinelim. Bu kirmi-
zlya kaymada 1s1mim ihmal edilirse,

E(z) = 1/0.315(1 + 2)3 + 0.685. (162)
Eshareketli uzaklik
1
d
DC(1)=L/ z . (163)
Ho Jo  /0.315(1 + z)3 + 0.685
seklindedir. Hubble uzaklig:
2. 24 10° kms™*
. _2.9979 58>_< 0 ms (164)
Hy 67.4kms~1 Mpc!
= 4.448 x 10° Mpc. (165)

olur. Az = 0.25 adiml bir Simpson-kurali tahmini

1
1:/0 o~ T L fivais 28], (166)

kullanir; burada
1

fi= E(iAz)

(167)

Bes deger yaklagik olarak
(fo, f1, f2, f3, fa) = (1.000, 0.877,0.756, 0.646, 0.559).

(168)
seklindedir. Boylece
0.25
I'= =2=[1.000 +0.559 + 4(0.877 +0.646) + 2(0.756)]
(169)
= 0.765. (170)
Dolayisiyla

Dc(1) = 0.765(4.448 x 10% Mpc) = 3.40 x 10% Mpc.
(171)
Diizliik Dy = Dc verir; bu nedenle 1sinim uzaklig:

Di(1) = (1 +1)Dc(1) = 6.80 x 10 Mpe. (172)
olur. Parsek cinsinden,
Dy(1) = 6.80 x 10° pc. (173)
Uzaklik modlii (141) denklemini izler:
) = slogg (S ) )
= 44.16. (175)

Standartlagtirilmis Tip Ia mutlak parlakligt M ~ —19.3
i¢in goriiniir parlaklik

m=M+pu=~249. (176)

olurdu. Bu basit hesap, yiiksek-kirmiziya-kaymali sii-
pernova kozmolojisinin neden biiyiik teleskoplar ve
dikkatli kalibrasyon gerektirdigini gosterir: gozlemsel
sinyal alternatif kozmolojilere gore yalnizca birkag on-
da biiytikliigtindeki parlaklik farklarinda kodlanmustir.

Ayni kirmiziya kaymanin geriye bakis zaman

_ 1 dz
tL(”:HOl/o T 2EG)"

seklindedir. Ayni Simpson dugtimleri kullanildiginda

(177)

HotL(l) = 0.552, (178)

veya
t1,(1) ~ 8.01 Gyr. (179)

elde edilir. Sonug olarak salim anindaki kozmik yas

f(z=1)~13.80 Gyr —8.01 Gyr = 5.79 Gyr.  (180)

olmustur.

12. Genisletmeler ve Gozlemsel Sinamalar

Friedmann denklemleri arka plan denklemleridir. Am-
pirik giicleri, cok sayida bagimsiz gozlemin ayrni ge-
nisleme ge¢misinin farkli integrallerini veya tiirevleri-
ni Slgmesinden gelir. Tip Ia siipernovalar1 goreli 1s1-
nim uzakliklarmi 6lger ve 6zellikle yakin donem ivme-
lenmeye duyarhidir. Baryon akustik salinimlari, stan-
dart cetvel olarak ses ufkunu kullanarak Dy (z) ve H(z)
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kombinasyonlarmni 6lger. Kozmik kronometreler (127)
araciligiyla H(z)yi daha dogrudan olgmeyi amaglar.
Kozmik mikrodalga arka plan akustik tepe noktalari-
nin agisal 6l¢egini sabitler ve fiziksel madde ile baryon
yogunluklarini siki bicimde siurlar [13, 16].

Yararli bir CMB uzaklik niceligi agisal akustik l¢ek-

tir: D

Du(z)
rs(z.)
burada z. foton ayrigmasmin kirmiziya kaymasi ve 7,
eshareketli ses ufkudur. Ses ufku

ly = (181)

. ® cs(z)
1s(z.) =  HE dz, (182)
ile verilir; foton-baryon ses hizi ise
co(2) = —=— (183)
3[1+ Rp(2)]
ve 5
(%
Rb(z) = . (184)
4p,

seklindedir. Ayrintili rekombinasyon fizigi bu maka-
lenin kapsami disinda olsa da, bu denklemler erken-
Evren fizigi ile geg-zaman geometrisinin CMB paramet-
re ¢ikariminda neden baglantih oldugunu gosterir.

Basit bir genisletme, A yerine sabit w # —1 olan bir
karanlik-enerji bilegeni koyar. Madde ve sabit-w karan-
lik enerji iceren diiz bir evrende,

E2(2) = Quo(1 +2)® + (1 = Quo)(1 + 2)>H). (185)
fvmelenme kosulu
q(z) = %Qm(z) . +23w Qqe(z) < 0. (186)

haline gelir. w < —1/3 ise karanlik enerji ivmelenmeyi
stirebilir; w = —1 ise (186) ACDM ifadesine indirgenir.

Egrilik bir bagka 6nemli genellemedir. Q oc a~2/H?
oldugundan, etkin bir akiskan gibi davranir ve

1
Wk = _51

degerine sahiptir; ancak maddesel degil geometriktir.
Egrilik, ivme denklemi (58) icinde dogrudan goriin-
mez; bunun yerine (137) aracihigiyla uzaklik ile kirmi-
ziya kayma arasmndaki iligkiyi degistirir. Bu nedenle
geometrik yoklamalar Q; simnirlandirmasi i¢in 6zellikle
onemlidir.

(187)

Daha koklii genisletmeler kiitlecekimin kendisini de-
gistirir. Homojen diizeyde bu tiir kuramlarin ¢cogu

2
H2: %(p-"peﬂ')_k%/ (188)
a
bigiminde diistind{iiriicii sekilde yazilabilir; burada peg
yeni kiitlegekimsel serbestlik derecelerini veya Einstein-
Hilbert eylemine diizeltmeleri temsil eder. Bununla bir-
likte, arka plan genislemesini eslestirmek yeterli degil-
dir: yasayabilir bir kuram ayni zamanda yap1 biiytime-
sini, kiitlecekimsel merceklenmeyi ve kiitlegekimin ye-

rel testlerini de yeniden tiretmelidir [8, 9].

10

13. Tartisma

Tiiretim, Friedmann denklemlerinin genel gorelilik ve
kozmolojik ilkenin &tesinde ek varsayimlar olmadigi-
n1 gosterir. FLRW metrigi belirtildiginde, homojenlik
ve izotropi Einstein'in on alan denklemini iki bagimsiz
skaler denkleme indirger. Birinci Friedmann denklemi,
anlik genisleme hizini yogunluk ve egrilikle iliskilendi-
ren bir kisit denklemidir. Ikincisi ise ivme icin dinamik
bir denklemdir ve basincin kiitlecektigini agik¢a goste-
rir.

Kurulusun altinda birkag¢ varsayim yatar. Birincisi,
Evren tam olarak homojen ve izotropik kabul edilir.
Gercek yap1 olusumu FLRW arka plani etrafinda per-
tiirbasyonlar gerektirir; yogunluk karsitliklar: kiitlege-
kimsel olarak biiytiir ve sonunda dogrusal olmayan ha-
le gelir. Bununla birlikte arka plan ¢6ziimii uzaklik—
kirmiziya kayma bagintilari, kozmik yaglar ve ortalama
genisleme ge¢misi i¢cin dogru sifirinci-mertebe betim-
leme olarak kalir. Ikincisi, madde bilesenleri miikem-
mel akiskanlar olarak modellenir. Bu, soguk karanlik
madde, kiictik olcekler tizerinden ortalamasi alinmig
baryonlar, rekombinasyon 6ncesi ve sonrasi fotonlar ve
kozmolojik sabit i¢in miikemmel bir yaklagimdar. Ska-
ler alanlar veya kusurlu akigkanlar gibi daha karmagik
kaynaklar, p = wpc? yerine uygun gerilme-enerji ten-
sorii konularak déhil edilebilir.

[vme denkleminin gézlemsel 6nemi abartilamaz. Ev-
ren yalnizca madde ve negatif olmayan basingh 1s1nim
icerseydi, p+3p/c? > 0 olurdu ve (58) yavaglamay1 ima
ederdi. Riess ve ark. [14] ile Perlmutter ve ark. [15] ta-
rafindan elde edilen siipernova sonuglari, uzak Tip Ia
stipernovalariin yavaglayan madde-baskin bir evren-
de beklenenden daha soniik oldugunu gostermistir; bu
da daha biiytik 1s1nim uzakliklarini ve dolayisiyla ivme-
lenen genislemeyi ima eder. En minimal yorumda bu
ivmelenme, w = —1 olan tekdiize vakum enerjisine es-
deger A tarafindan neden olunur.

Planck 2018 kozmik mikrodalga arka plan analizi,
Hp = 67.4kms™ Mpc~! ve Q,, = 0.315 dahil olmak iize-
re alti-parametreli diiz ACDM modelindeki paramet-
relerin hassas bir erken-Evren belirlemesini verir [16].
Ancak yerel uzaklik merdiveni dlgiimleri, kalibrasyon
ve rnek secimine bagh olarak 73kms™! Mpc™ civarin-
da daha yiiksek bir degeri tercih eder. Hubble gerili-
mi olarak bilinen bu uyusmazlik, cagdas kozmolojinin
merkezi acgik sorunlarindan biridir. Taninmamuis siste-
matikleri yansitabilir veya erken karanlik enerji, ek go-
reli tiirler, degistirilmis rekombinasyon ya da daha eg-
zotik kiitlecekim fizigi gibi minimal ACDM &tesi fizige
isaret edebilir. Glintimtizde 6nerilen hicbir genisletme
evrensel kabul gormiis degildir.

Kozmolojik sabitin kendisi derin bir kuramsal sorun
dogurur. Kuantum alan kurami, vakum dalgalanmala-
rinin gerilme-enerji tensoriine katki yapmasi gerektigi-
ni 6ne siirer; ancak vakum yogunluguna iligkin saf tah-
minler gozlenen degeri muazzam garpanlarla asar. Ter-
sine, gozlenen yogunluk (157), madde ve vakum farkli
Olgceklenmelerine ragmen bugiin madde yogunluguy-
la ayn1 mertebededir. Bu “tesadiif problemi” dinamik
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karanlik-enerji modellerini motive eder; ancak mevcut
gozlemler w = —1 ile tutarl kalmaktadur.

Son olarak, egrilik artik giiclii bigimde smirlandiril-
mustir. (89) toplam kuralinda Q) gozlemsel olarak si-
fira yakindir. Uzaysal diizlitk ayn1 zamanda enflasyo-
nel kozmolojinin de baglica 6ngoriisiidiir; enflasyon er-
ken Evren’deki ivmelenen genisleme ile |Q| degerini
sifira dogru iter. Dolayisiyla ge¢-zamanli ivmelenme ve
erken-zamanl: enflasyon matematiksel olarak iligkili ol-
gulardir: her ikisi de yeterince negatif etkin basinca sa-
hip bir bilesenden dogar.

14. Sonug

Kozmolojik ilkeden baslayildiginda, FLRW metrigi tam
olarak homojen ve izotropik bir evren icin tekil uzayza-
man geometrisidir. Christoffel sembollerinin, Ricci ten-
soriiniin, Ricci skalerinin ve Einstein tensoriiniin dog-
rudan hesabi, kaynak eshareketli miikemmel akiskan
oldugunda Friedmann denklemlerine gotiirtir. Birinci
Friedmann denklemi,

8nG kc? A_c2

H2=T‘o—a—2 5 (189)
genigleme-hiz1 kisitidir. Tkincisi,
Zz—?( +i—§)+%c2, (190)
ivme yasasidir. Kovaryant korunum
p+3H (P+Cﬂ2) =0, (191)

verir; buradan sabit durum-denklemi parametresi w
igin p oc a~3(1*®) sonucu gikar.

Madde, 1s1mim ve vakum enerjisi bu nedenle ayr1 ge-
nisleme ge¢mislerine sahiptir: sirasiyla a o 123, a4 o
t1/2 ve a o eH!. Gozlenen geg Evren’de diiz madde-arti-
A modeli analitik ¢6ziime sahiptir:

Q,\" 3
a(t) = (—’”) sinh?/3 [—HO On t] . (192)
Qa 2
bu ¢6ziim yavaslayan madde baskinligindan ivmele-
nen vakum baskinligina gecisi dogru bigcimde betimler.
Ay gerceve Tip Ia siipernova Hubble diyagramini, Ev-
ren’in yasini ve z =~ 0.6-0.7 yakmindaki gozlenen ge-
¢is kirmiziya kaymasini agiklar. Friedmann denklemle-
ri bu nedenle hem genel goreliligin kompakt bir mate-
matiksel sonucu hem de modern kozmolojinin vazge-
¢ilmez nicel dilidir.

A. Ricci Tensorii I¢in Ek Cebir

Bu ekte, kompakt tiiretimlerde ¢ogu zaman atlanan ara
adimlar kaydedilmektedir. Karisik baglantinin izi

re¢, =T’ =3H. (193)

0i

11

seklindedir. I'};; = 0 oldugundan, 00 Ricci bileseni

Rop = =30, = T, (194)
bicimine indirgenir. Fioj =H 6i]. kullanilirsa

T T = H20'.6, = 3H2, (195)
ve dolayisiyla

Roo = —3H — 3H? = —3%. (196)

elde edilir.

Uzaysal bilesenler i¢in dért-boyutlu sonucu igsel tig-
egrilik kismina ve a’nin zaman tiirevlerini igeren terim-
lere ayiralim. Igsel katki

(S)Ri]' = Zk)/i]'. (197)
seklindedir. T’ ve I . iceren terimler
] 0j
PRI +a?
ol ij = C—Q%‘jl (198)
B _ 3aaH B
l"oijl“ op = 2 Viir (199)
2aaH
¢ _
—or% T 0j =~ Vi (200)

seklinde birlesir. Bu zaman-bagimh pargalarin toplamu

ai + 24
—a Vi (201)
verir. (197) ile birlestirildiginde
ai 24
Rij = (C—2 + C_2 + 2k) )/1‘]‘, (202)

elde edilir; bu da (32) denkleminde verilen sonugtur.
B. Bilesenler Cinsinden Kovaryant Koru-
num

Eshareketli miikemmel akiskan i¢in karigik tensor bile-
senleri

T, = diag(pe?, =p, =p, =p). (203)
seklindedir. v = 0 korunum yasasi
VTl = 9uT+ 1", T =TT (204)

biciminde yazilabilir. Yalnizca kosegen bilesenler katk:
verir. Birinci terim

d
9T = E(pc2). (205)
seklindedir. Ikinci terim
r‘; ATo =T ppc? = 3Hpc?. (206)
olur. Uciincii terim
—[,o T = -T",yT% = 3Hp. (207)
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seklindedir. Boylece

VHT% = 62p + 3Hpc2 + 3Hp. (208)

elde edilir. (208) sifira esitlenip ¢?’ye boliindiigiinde

p+$dp+%):q (209)

yani akiskan denklemi (61) elde edilir.
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